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Vorwort 



Äq den meisten Universitäten und Technischen Hochschulen werden 
seit einer Reihe von Jahren Vorlesungen über .Vektoranalfsis* gehalten, 
und zwar an den üniTersitäten überwiegend von Physikern, an den 
Technischen Hochschulen Überwiegend von Mathematikern. Die Vektor- 
rechnung ist aber im allgemeinen noch nicht in den regelmäßigen mathe- 
matischen Unterricht übergegangen. Sie kann daher gewöhnlich in den 
Fach Vorlesungen nicht als bekannt vorausgesetzt werden und muß teils 
in einleitenden, teils in zwischengeschobenen Bemerkungen nebenbei mit- 
gelehrt werden. Im Übrigen muß der Vortragende seine Hdrer auf die 
Lehrbücher rerweisen. Nun sind aber die vorhandenen Lehrbücher schon 
in der Zeit entstanden, als die Vektorrechnung noch wenig eingeführt 
war, und es handelte sich darum, mehr noch den Fachleuten, als den 
Studenten die Vektorrechnung annehmbar zu machen. Da war Kürze 
die wichtigste Forderung, und die Verfasser maßten sich darauf be- 
schränken, die wichtigsten Begriffe der Vektorrechnung anzugeben, unter 
der Annahme, daÜ dem Leser derselbe Inhalt in Eoordinatendarstellung 
schon bekannt ist. Es ist deshalb nur natürlich, daß diese Bücher nicht 
zugleich auch den Bedürfnissen gerecht werden, die bei den Studenten 
vorliegen. 

Bei dieser Sachlage bin ich einer Anregung meines Lehrers, des 
Herrn Professors Dr.-Ing. F. E m d e, gern gefolgt, ein Lehrbuch der Vektor- 
rechnung zu schreiben, das für die Studenten der Technischen Hoch- 
schulen geeignet wäre. Hier mußte ror allem berücksichtigt werden, daß 
sich diese Studenten schon sehr früh mit der Vektorrechnung bescl^f- 
tigen müssen, wenn sie nicht zu spät kommen soll. Man darf daher 
beim Leser nur wenig mathematische Kenntnisse und nur eine geringe 
mathematische Gewandtheit voraussetzen. Brleichternd wirkt dabei, daß 
sich der Anfänger mit wenigem wird begnügen dürfen, etwa mit der 
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Vektoralgebra und den einfachsten Dingen aus der Vektoranalysis. Es 
wird also darauf ankommen, ihm hier durch genügend ausfUhrHchen Text 
die Schwierigkeiten für das Verständnis möglichst aus dem Wege zu 
räumen. Das Buch sollte aber dem Studenten nicht nur in den Anfangs- 
semestera dienen, sondern ihn such in die höheren Semester und darüber 
hinaus in die Praxis geleiten. Wenn es auch nicht jedem praktischen 
Ingenieur gegeben ist, am wissenschaftlichen Fortschritt mitzuwirken, so 
sollte doch jeder wissenschaftlich gebildete Ingenieur im stände sein, alle 
Abhandlungen, die ihm nützlich sein können, zu verstehen. Das vor- 
liegende Buch geht daher aber das, was normalerweise an der Techni- 
schen Hochschule Über Vektorrechnung gelehrt werden kann, weit hinaus. 
Dabei habe ich mich bemüht, möglichst alles das zu berücksichtigen, was 
für die Ingenieure der verschiedenen Fachrichtungen fUr die Bearbeitung 
ihrer Probleme erforderlich ist. Zum Beispiel sind für den Turbinen- 
ingenieur die Darstellungen in schiefwinkligen Koordinaten und die dif- 
ferentialgeometrischen Eigenschaften der Vektorfelder wichtig, weil er 
meist auf den analytischen Weg verzichten und sich graphischer Methoden 
bedienen muB. Dies gilt auch für den Elektrotechniker. In der EUektri- 
zitätslehre spielen eine wichtige Rolle die Verhältnisse an den Grenz- 
flächen der Körper und besonders die hier auftretenden Unstetigkeiten. 
Diese sind daher eingehend berücksichtigt worden. Der Ingenieur, der 
sich mit schwierigeren Festigkeitsrechnungen befaßt, wird mit Hilfe der 
Affinoranalysis einen besseren Einblick gewinnen und sich die Übersicht 
erleichtem. 

Ich habe aber den technischen Wert des Buches nicht durch eine 
Häufung von Beispielen aus der Mechanik und der Physik zu steigern 
gesucht, sondern mich bemüht, die Vektorrechnung selbst gründlich zu 
lehren und nicht Mechanik und Physik. Wo Beispiele aus diesen Ge- 
bieten herangezogen sind, sollen sie nur zur Erläuterung der Vektor- 
hegrifi^e dienen. Wenn das Buch zunächst auch für die Ingenieure be- 
stimmt ist, so hofl'e ich doch, daÖ es auch bei den Physikern und bei 
den Mathematikern Interesse und freundliche Aufnahme finden wird. 

Obgleich der Gebrauch von Vektorsymbolen vielfach erprobt und 
ziemlich verbreitet ist, so herrscht trotzdem bei vielen ein gewisses Mißtrauen 
gegen die Rechnung mit Vektoren, so daß sie zwar die Resultate in 
Vektorsymbolen hinschreiben, Beweise und Zwischenrechnungen jedoch 
,der Sicherheit wegen' an den Komponenten durchfuhren. Operiert man 
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Vorwort. IX 

aber mit den Yektorea selbst, so gewinnt die Rechnung an Einfftchlieit, 
Übersichtlichkeit und nicht zuletzt an Anschaulichkeit. Mein Wunsch 
war daher, daß der Leser eine genügende Sicherheit in der Vektor- 
rechnung gewinnen möchte. Dazu habe ich mich bemOfat, bei ihm von 
Tornherein die Vorstellungen zu entwickeln, die der geübte Rechner 
mit den Vektorformeln verbindet, und ihm so über die Schwierigkeiten 
wegzuhelfen, die der Anfänger sonst nach und nach allein Überwinden 
muB. Außerdem ist den Studenten der Technischen Hochschulen die 
Rechnung mit Yektorkomponenten gewöhnlich nicht geläufig, sicherlich 
nicht in den Anfangssemestem. Sie treten daher an die Vektorrechnung 
unbefangen heran und brauchen nicht gegen erworbene Gewohnheiten 
anzukämpfen, wenn sie in die direkte vektorieUe Denk- und Arbeits- 
weise eingeführt werden. Natürlich habe ich aber die Darstellung in 
Komponenten nicht Teroachlässigt, denn sie wird bei vielen Rechnungen 
gebraucht. Nur habe ich sie nicht an die Spitze gestellt. Jedoch ist es, 
nebenbei bemerkt, ein Vorurteil, daB man in jedem Spezialfall auf die 
Rechnung mit Komponenten zurückgreifen mUsse. Der Ingenieur wird 
z. B. an die Vektorrechnung oft graphische Methoden anschließen. Aber 
auch sonst ist es keineswegs immer vorteilhaft, die Vektoren in Kom- 
ponenten zu zerlegen. Ich war also bestrebt, nicht nur den Gebrauch 
einer Vektorschrift zu lehren, sondern eine Rechenmethode. Erst 
dann zeigt sich der doppelte Nutzen der Vektorrechnung ganz, nämlich 
der didaktische Nutzen, daß sie das Vorstellungsvermögen entwickelt, 
und der praktische Nutzen, daß sie in verwickelten Fällen die Vorstellung 
entlastet. 

Bei vielen Betrachtungen treten nicht nur geometrische GrCßen 
erster Ordnung auf, die Vektoren, sondern auch geometrische 6)r9ßen 
zweiter Ordnung, für die sich der von F. Jung vorgeschl^ene Name 
„Affinoren" einzubOrgem scheint. Desw^en habe ich int dritten Teil 
des Buches versucht, den Leser in die Theorie dieser GrJlßen einzuführen 
und ihm den großen Nutzen einer .Affinorrecbnung* begreiflich zu 
machen. Hier lag eine besondere Schwierigkeit darin, daß nicht nur 
Nomenklatur und Schreibweise, sondern auch die Auffassungen der ver- 
schiedenen Autoren stark voneinander abweichen. Gibbs hat uns aach 
die Affinorrechnung schon auf einer hohen Stufe der Vollkommenheit 
hinterlassen. Neu hinzugekommen ist später e^^entlich nor noch ein 
weiterer Ausbau der Affinoranalysis. Es lag nicht in meiner Absicht 
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und verbot sich durch die RUcfcsicht auf den Umfang des Buches, dieses 
Gebiet ausfUhrlicK zu behandeln. Doch hoffe ich, dem Leser soviel Ein- 
blick zu Terschaffeu, daB er die aosfQhrlicheren Werbe bequem benatzen 
kann. Wer das Studium der Äffinorrechnunf; auf eine spätere Zeit rer- 
scbiebeu will, dem sei empfohlen, wenigstens die §§ 36, 37 über lineare 
Vektorfonktionen zu lesen. 

Wie jede mathematische Disziplin, so kann man auch die Vektor- 
rechnung nur durch Übung erlernen. Es ist aussichtslos, die Vektor- 
rechnung dadurch lernen zu wollen, daß man die ÄusfDbrungen eines 
Lehrbuches bloß zur Kenntnis nimmt. Um dem Leser die Gelegenheit 
zu den erforderlichen Übungen zu bieten und den dafür nötigen Zeit- 
aufwand nach Möglichkeit zu verringern, habe ich mich entschlossen, 
einen großen Teil der Formeln und ^tze, die ja eigentlich in den Text 
gehören, am Schluß der einzelnen Paragraphen als Aufgaben zu bringen. 
Znm Verständnis des Buches ist es deswegen unbedingt erforderlich, stets 
erst dann zu dem nächsten Paragraphen überzugehen, wenn man die mit 
einem Stern * versehenen Aufgaben gelöst, oder wo einem das nicht ge- 
lingen sollte, ihre Lösungen nachgelesen hat. Die Lösungen, die heinahe 
ein Viertel des Buches einnehmen, enthalten auch viele wichtige Einzel- 
heiten. Es braucht kaum noch gesagt zu werden, daß man das Buch 
nicht in der Weise benutzen kann, daß man mitten drin eine beliebige 
Stelle aufschlägt. Ohne ernstliche eigene Arbeit vrird der Leser wie aus 
keinem Buch, so auch aus diesem die Vektorrechnung nicht so lernen, 
daß er sie mit Nutzen verwenden kann. 

Für den Leser, der das Buch ganz oder auch nur teilweise durch- 
gearbeitet hat, ist die Formelsammlung am Schluß bestimmt. Sie bietet 
ihm einen Überblick und wird ihm beim Gebrauch der Vektorrechnung 
gute Dienste leisten. 

Die verschiedenen Autoren bedienen sich nicht alle derselben Vektor- 
bezeichnungen. In den deutschen LehrbOchem der Vektorrechnung finden 
eich jetzt im wesentlichen Obereinstimmende Vektorsymbole, die auch 
hier gewählt worden sind. Noch ganz schwankend sind dagegen die 
Bezeichnungen in der AFfinorrechnung. Die im dritten Teil benutzten 
Bezeichnungen dürfen als eine einfache und natürliche Weiterbildung 
der in den vorhergehenden Teilen verwendeten Vektorbezeichnungen 
gelten. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, an dieser Stelle den Herren, die 
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das Erscbeineu des Buches gefördert haben, zu danken. Bei der Aus- 
arbeitung des Buches hat mich Herr Professor Dr.-Ing. F. Em de durch 
seine Ratschl^e geleitet, auch hatte er die Liebenswürdigkeit , sowohl 
das Manuslcript, als auch sämtliche Korrekturen zu lesen und dabei an 
rielen Stellen YerbesserungeD und Ergänzungen vorzuschlagen. Herr Pro- 
fessor Dr. W. Eutta hat die MOhe auf sich genommen, einen großen Teil 
dea Manuskripts durchzuseheo. Viele sachliche und didaktische Yerhesse- 
rungen sind ihm zu danken. Herr Dipl.-Ing. K. Slaby hat die ganze 
erste Korrektur mitgelesen. Auch er bat zur VerTollkommoung des Buches 
wesentlich beigetragen. Schließlich hat Herr Professor Dr. R. Rothe 
in Berlin die Reindruckbogen gelesen. Von seiner wertvollen Kritik 
konnte natOrlich nur weniges dem Buche in den Berichtigungen zugute 
kommen. Ilhnen allen sei fUr ihr Interesse und für ihre treue Hilfe 
herzlich gedankt.' 

Lebha^n Dank schulde ich aber auch meinem Verleger, der 
auf meine zahlreichen Wflnscbe stets auf das bereitwilligste einge- 
gangen ist. 

Stuttgart, im Juni 191C. 

Jean Spielrein. 
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Erster Teil. 

Yektoralgebra. 

Kapitel I. 
Elementare Tebtoroperationen. 

g 1. DefinitioDen und Bezeichnungen. 

Jede Größe, die durch zahleomäßige Angabe ihres Betrages roU- 
ständig bestimmt werden kann, heißt eine skalare OröSe oder ein 
Skalsr. Wenn aber die Größe noch eine Richtung besitzt, so heißt sie 
ein Vektor. Ein Vektor ist durch seinen Betrag und durch seine Rich- 
tung Tollatändig bestimmt. Unter Richtung rerstehen wir eine einfach« 
Richtung, nicht Doppelrichtung, so daß also jede Gerade zwei entgegen- 
gesetzte Richtungen besitzt. 

Eine gerichtete Strecke, die die relative Lage zweier beliebiger 
Raumpunkte P,, P, festlegt, ist ein Vektor, denn sie wird durch ihre 
Richtung von P, nach P, und durch ihre Länge 
P, P, Tollständig bestimmt. Der Punkt P, 
heifit Anfangspunkt, der Punkt P, End- 
punkt des Vektors. Dabei ist die absolute 
Lage des Anfangspunktes ganz willkürlich ; haben 
zwei Punktpaare Pj, P, und P/, P,' dieselbe 
relative L^e, so wird diese Lage durch den- _ 
selben Vektor bestimmt (Fig. 1). Zwei Vek- ■? 
toren gelten also nicht als verschieden, wenn 
sie sich durch blofle Porallelverschiebung zur Deckung bringen lassen. 

Der Begriff eines Vektors ist aber nicht auf die Darstellung geo- 
metrischer Beziehungen beschränkt. Die Geschwindigkeit eines Punktes 
ist ein Vektor, die auf einen Punkt wirkende Kraft ist ein Vektor, denn 
sie sind beide durch Angabe ihres Betr^es und ihrer Richtung voll- 
ständig bestimmt. Es ist klar, daß man jeden Vektor bei passender 
Wahl der Punkte P, und P^ durch eine gerichtete Strecke darstellen 
kann. Alle Rechenoperationen, die an dem geometrischen Vektor gerich- 
tete Strecke) ausgeführt werden können, sind auch an einem beliebigen 

Spieltein, VektorTBcbnnsg. 1 
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2 Definition. Betrag. EinheitsTektor. § 2 

physikalisch eo Vektor aasfUhrbar. Dabei kann der physikalische Sinn 
dieser Operationen, je nach der Bedeutung des Vektors, ein anderer sein. 

Wir werden alle Vektoren durch deutsche Buchstaben be- 
zeichnen. Ben Betrag des Vektors werden wir durch entsprechende 
lateinische Buchstaben oder durch zwischen zwei senkrechte Striche 
gesetzte deutsche Buchstaben bezeichnen. 3o ist der Betrag des Vektors 9 
gleich \%\ ~ A. Der Betrag eines Vektors ist ein stets positiver Skalar. 
um die Richtung des Vektors anzugeben, kann man einen Einheits- 
vektor benutzen; das ist ein mit St gleichgerichteter Vektor vom Be- 
trage eins. Wir werden oft den Einheitsvektor durch Anbringen des 
Indexes ^ am gegebenen gleichgerichteten Vektor kennseichnen. So ist 
z. B. ä[(, der mit 3( gleichgerichtete Einheitsvektor. 

Zur vollständigen Bestimmung eines Vektors bedarf es im allge- 
meinen dreier Zahlenangaben: die Richtung des Vektors ist durch zwei 
Zahlen, sein Betr^ durch eine Zahl bestimmt. Bei festgehaltenem An- 
fangspunkt P, und konstanter Richtung 3Co beschreibt der Endpunkt des 
Vektors ^ eine Halbgerade, die aus sämtlichen in der Richtung äCg 
relativ zu P^ gelegenen Punkten besteht. Bei konstantem Betrag mid 
Tariabler Richtung beschreibt der Endpunkt des Vektors % die Oberfl&che 
einer Kugel mit dem Radius A~ Zwei Vektoren können dann und nur 
dann einander gleich sein, wenn ihre Beträge und ihre Richtungen über- 



Es kann aber nicht jede, durch drei Zahlenangaben bestimmbare 
QröSe als Vektor aufgefaßt werden, wenn sie auch immer durch einen 
Vektor dargestellt werden kann. So kann man die Bevölkerungsvertei- 
lung einer Stadt durch drei Zahlenangaben bestimmen: 

X — Zahl der Männer im Alter ^ 16 Jahre, 

y = Zahl der Frauen im Alter ^ lö Jahre, 

2 = Zahl der Kinder im Alter < 16 Jahre. 

Die Zahlen x, y, n, als Koordinaten eines Punktes P im Koordi- 
natensystem Oxyz aufgefaßt, definieren eine gerichtete Strecke OP^ die 
ja ein Vektor ist. Es ist aber kaum möglich, die Bevölkerungsverteilung 
als Vektor aufzufassen. Bei einer Drehung des Koordinatenkreuzes werden 
die neuen Koordinaten des Punktes P lineare Funktionen von x, y, s 
sein, die in keinem bedeutsamen Zusammenhang mit der Bevölkerongs- 
verteilung stehen. 

§ 2. Addition und Subtraktion von Vektoren. 
FOr die Addition von Vektoren kann man nicht ohne weiteres die 
Regeln der algebraischen Addition benutzen, denn die Summe zweier 



,y Google 



§ 2 Addition. 8 

Tektoren mufi niclit nur von iliren Betri^^, sondern such ron ihren 
Richtungen abhängen. Wir kennen aber viele Fälle, wo man innrere 
Vektoren zu einem einzigen Vektor zusammenfassen kann. Fahrt man 
z. B. an einem materiellen Punkt zuerst die Verschiebung P^ P, und 
dann die Verschiebung P, Pj' aus (Fig. 1), so ist die resultierende Ver- 
schiebung nach QrSße und Richtung gleich der Diagonale des Parallelo- 
gramms, das man aus P^ P, und P, P^' und zwei dazu paraUelen Strecken 
konstruieren kann. Wir wissen auch aus Erfahrung*), daS die Wirkung 
zweier Kräfte Jl, und j^ auf einen Punkt dieselbe ist, wie die Wirkung 
einer einzigen Kraft A, nämlich der Diagonale des Parallelogramms aus A, 
und Ä,. Wollen wir den resultierenden Vektor als Summe der einzelnen 
Vektoren auffassen, so kommen wir zu ft^gender Definition der Vektor- 
addition: Die Summe zweier Vektoren äl und 9 ist ein Vektor S, 
der vom Anfangspunkt des einen zum Endpunkt des anderen 
Vektors reicht, wenn diese Vektoren unter Beibehaltung ihrer 
Richtung aneinandergefügt werden (Fig. 1). Wenn man für die 
Vektoraddition das gewöhnliche Pluszeichen benatzt, so kann man schreiben: 

91 + s = e. 

Dabei ist die Reihenfolge der Summanden ohne Einfiufi auf die Summe 
(siehe Fig. 1): 

ä + 33 = » + ac. 

Man sagt, die Vektoraddition befolge das kommutative Gesetz. 
Sind mehrere Vektoren zu addieren: 

ä-f-a3 + e + ... + 9i = », 

so erhält man 33, indem man den Anfangspunkt jedes Summanden an 
den Endpunkt des vorhergehenden rflckt und den Anfangspunkt von 31 
mit dem Endpunkt von 9t verbindet. Die 
Summanden heißen auch Komponenten des 
Summenvektors 93, der auch resultierender . 
Vektor oder Resultante heißt. Auch hier 
ist die Reihenfolge der Summanden ohne Ein- 
fluß auf die Summe. Man sieht femer aus 
der Fig. 2, daß fUr drei beliebige Vektoren 
3(, 99, S die Beziehung 

(a + ») + e = a + (s + ©) 

gilt, d. h. die Vektoraddition befolgt auch das assoziative Gesetz. 

*) Siehe i. B. C. Kriemler, Techniecbe Mechanik, S. 1 und 2. Stattg 
1915, K. Wittwer. 
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4 Pai-allele und komplaDare Vektoren. § 3 

Wir defiDieren als —9t einen Vektor, der den gleichen Betr^ 
wie % und entgegengesetzte Richtung bat. Dann ist 

3t + (- 31) = 31 - a = 0, 

und daraus folgt die Definition der Subtraktion von Vektoren: Einen 
Vektor % subtrahieren heißt einen Vektor — 3t addieren. 

% 3. Multiplikation mit einem skalaren Faktor. 
Multipliziert man den Vektor 3( mit einem skalaren Faktor )., so 
erhält man einen neuen Vektor 

» = X3t. 
Der Vektor 9 ist gleichgerichtet mit % , wenn X ]> , und eu^egen- 
gerichtet, wenn X «Clll 0. In beiden Fällen ist der Betrag von S gleich jX| A. 
Aus dieser Definition folgt, daß wenn zwei Vektoreii 9t und 39 durch 
die lineare Beziehung 

1 aa + ßs = o 

verbunden sind, % parallel zu 33 ist. Sind die Vektoren % und B nicht 
parallel, so kann man durch «St + ß^ jeden mit 9t und 99 komplanaren 
(d. h. zu derselben Ebene wie 31 und fÖ parallelen) Vektor € dar- 
stellen, denn bei festgehaltenem Anfangspunkt und passender Wahl von 
a. und ß kann der Vektor aSt + ß^ jeden beliebigen Punkt der 31, 9- 
Ebene erreichen. Umgekehrt ist es immer möglich , einen Vektor S in 
zwei Komponenten, parallel zu den mit ihm komplanaren Vektoren 91 und 3 
zu zerlegen: 

g = «3t + ß», 
und zwar in einer einzigen Weise; wenn es möglich wäre, eine andere 
Zerlegung zu finden: 

6 = a'9t + ß'a, 
so hätte man 

e - 6 = = (a - a03t + (ß - ß033. 
Da aber % und 99 nicht parallel sind, so hat man 

.=.', p=p'- 

Eine Folge davon ist: drei komplanare Vektoren sind immer durch eine 
lineare Beziehung 

2 oc3t + ßa3 + 76 = 

verbunden; umgekehrt, wenn diese Beziehung erfüllt ist, so sind die 
Vektoren 9t, 9, @ komplanar. 

Sind die drei Vektoren 31, S, Q nicht komplanar, so kann man 
durch den Ausdruck «ät + ßS + lE jeden beliebigen Vektor SB dar- 
stellen, denn bei festgehaltenem Anfangspunkt und passender Wahl von 
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§ 4 Komponenten von gegebener Richtang. 5 

a, ß, ^ kann der Vektor «St + ß^ + TG jeden beliebigen Raumpnnkt 
erreichen. Umgekehrt, kann jeder Vektor 'ri} in drei Komponenten par- 
allel zu den niclitkomplanaren Vektoren % 9, <S zerlegt werden: 

und zwar in einer einzigen Weise. Denn hätte man auch 

aj = a'a + ß'a3 + 7'6, 

= (« - «Oa + (ß - ß')© + (T - tOG: 

da aber 31, 3, @ nichtkoraplanar sind, so folgt 
a = a', ß = ß', 7 = 7'. 
Vier beliebige Vektoren %, 9, S, 3) sind immer durch eine lineare 
Beziehung 

verbunden. 

Wir mOcbten noch herrorheben, daß jeder Vektor % in der Form: 
5 3t = A3ro 

dargestellt werden kann, wo A der Betrag und 3t(, der Einheitsvektor 
Ton % ist. 

♦Aufgabe 1. Wenn «31 + ßS + t6 = aSR + ß9H- T^, so sind 
die Vektoren ä - 3Ä, S - 91, 6 - ^JJ komplanar. Beweis? 

* Aufgabe 2. Man zeige, daß die drei Vektoren 

» + e-2ä, 6 + 3(-28, a + 93-2G 
komplanar sind. Betrachtet man ein Tetraeder P^ P. P» P» , wo P, Pq, 
P,Pt, P^Pc nach Größe and Richtung den Vektoren % », S gleich 
sind, so sind die Ausdrucke 

»+6-2« g+g-2e a+g-2S 

2 ' 2 • 2 

nach OrßBe und Richtung gleich den Medianen des Dreiecks P^ P» Pe> 

* Aufgabe 3. Welche Bedingung ' müssen die drei Vektoren 9, 93, S 
erfüllen, damit es möglich wird aus ihnen ein Dreieck zu bilden? 

g 4. Projektionen eines Vektors, skalaxes Produkt. 

Die Multiplikation gewöhnUcber reeller oder komplexer Zahlen 
a, (, c . . . hat folgende Eigenschaften: 

Sie ist kommutativ, d. h. das Produkt ändert sich nicht, wenn 
die Reihenfolge der Faktoren umgekehrt wird. 
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Projektionen. 



S4 



Fig. 8. 



Sie isli assoziativ, d. h. man Icann die Faktoren bei der Prodnkt- 
bildnt^ beliebig gruppieren, z. B. 

iah)e — a(bc). 
Sie ist distributir, d.h. 

o (6 + c) = o Ä + o c. 
das Produkt in eine Summe ist gleicb der Summe der Produkte in die ein- 
zelnen Summanden. Die UultipUkation von Vektoren kann aber nicbt so 
definiert -werden, daß diese drei EigensdiafteD der Uultiplikation bestehen 
bleiben. Wenn das Produkt nicht assoziatir ist, so ist das, bei Beschrän- 
kung auf nur zwei Faktoren, nniresentlich; wenn das Produkt nicbt- 
kommutativ ist, so mu6 man bei der Produktbildung auf die Reihenfolge 
der Faktoren acht 'geben. Es muß aber bei jeder Produktbildung das 
diatributiTe Gesetz bestehen bleiben, weil man mit m'chtdtstributiTen Pro- 
dukten keine Rechnungen Yomehmen kfinnte. 

Wir betrachten im Baume eine Gerade, deren positive Richtung 
durch einen Vektor ö bestimmt sein mag. Die Lote vom Anfangspunkt 
und Endpunkt eines Vektors SC mj^en 
die Gerade in den Punktes j», und p, 
treffen (Fig. 3). Die Länge Pi p,, die 
offenbar nur von der Richtung, nicht 
von der Lage der Geraden abhängig 
ist, heißt Projektion des Vektors 3( 
auf die Richtung g, und wird mit 
At bezeichnet. Wenn {%, ä) der Win- 
kel zwischen ^ und ft ist, so gilt 
6 Ät = A cos (a, ft). 

Das ist eine skalare Größe, die alle Werte zwischen —A und -\- A 
annehmen kann, je nach dem Winkel zwischen S und g. 

Hat man es mit mehreren Vektoren zu tun, so sieht man (Fig. 3), 
daß der Linienzug i*, P, P^ P^ durch Projektion auf fi in 

PiPt + PtPi + PiP*= PilU 
übergeht, wo i>,j>,, J), p,, . . ., positive oder negative Skalare sind, je 
nach der relativen Lt^e der entsprechenden Punkte^. Diese Gleichung 
ist für beliebige Lagen der Punkte p auf der Geraden gültig; daraus 
folgt der Satz: 

Die Projektion der Vektorsumme mehrerer Vektoren 
ist gleich der algebraischen Summe der Projektionen aller 
Summanden. 
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§ 4 Skdkres Prodakt. 7 

* Aufgabe 4. 

Die Projektion eines Yektora äl auf die Rifhtnng fl sei Äa. Der 
Vektor "& ist dadurch nicht Tollständig bestimmt, sondern er kann nach 
Betrag und Bichtang variieren. Welche Figur beschreibt der Endpunkt 
Ton S bei festgebsltenem Anfangspunkt? 

Dieselbe Frage fQr einen Vektor, dessen Projektionen Auf zwei 
nicfatparallele Richtungen gegeben sind. 

Dieselbe Frage fOr einen Vektor, dessen Projektionen auf drei 
nichtkomplanare Richtungen gegeben sind. 

Die Projektion eines Vektors auf eine g^ebene Richtung kann auch 
als ein skalares Produkt dargestellt werden: unter einem skalaren 
oder inneren Produkt aas zwei Vektoren 3( und 99 rersteht 
man das Produkt aus dem Betrage von S und der Projektion 
von 99 auf ^. Die skalare Multiplikation zweier Vektoren wird 
durch Neben ein anderscfar ei ben der Vektoren angedeutet: 

7 aS = A£i = AB cos («, S) = BAk. 

£s ist also ^S = $I3I, das kommutative Gesetz gilt auch für die 
skatare Multiplikation zweier Vektoren. 

91 S kann alle Werte zwischen —AB und -^ AB annehmen, je 
nach dem Winkel zwischen "& und 8. Ist 8^ ein Einheitsvektor, so be- 
deutet 9l8o nichts anderes als die Projektion von 3 auf die Richtung 
von 8o. Das skalare Produkt zweier Vektoren ist also immer ein Skalar. 

Das skalare Produkt eines Vektors St mit sich selbst ist gleich dem 
Quadrate seines .Betrages: 

8 ^% = %* = Ä* cos (31, 90 = AK 
Das Quadrat eines Einheitsvektors ist gleich eins: 

9 3^=1. 

Das skalare Produkt zweier senkrechter Vektoren ist gleich Null. Um- 
gekehrt, wenn 

918 = 0, 
so ist entweder 91 = oder 8 = 0, oder 91 senkrecht zu 8. 

Die algebraische Summe der Projektionen von 31 und $) ist gleich 
der Projektion ihrer Vektorsumme % + 8; daraus folgt itlr einen be- 
liebigen Vektor S: 

3ie-|-8e = (31 + 8)6. 

Die skalare Multiplikation von Vektoren befolgt das distribätive 
Gesetz, wie die Multiplikation von Zahlen. 
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8 Rechtwinklige Komponenten. § 4 

Nicht alle Eigenschaften der Produkte von Zahlen sind aber auf 
skalare Produkte von Vektoren anwendbar. So finden wir aus 919 = 916 
durch Subtraktion; 

a{»-e) = o, 

also 93 — S senkrecht zu ä(. Man kann aber daraus nicht auf $ = (£ 
schließen, denn das skalare Produkt 3( 9 ändert sich nicht, wenn bei fest- 
gehaltenem Anfangspunkt der Endpunkt des Vektors 9) auf einer zu 31 
senkrechten Ebene gleitet (vgl. Aufgabe 4). Hat man es mit mehr als 
zwei Vektoren zu tan, so muß man Auf die Reihenfolge der Faktoren 
acht geben. Das Produkt aus dem Skalar 91 9 und dem Vektor S ist ein 
3U C paralleler Vektor, wir kSnnen ihn mit 99 »S bezeichnen, wo der 
Trennpunkt zu bedeuten hat, daS 99 ein skalarer Faktor des Vektors Q, 
ist SelbstTerständlich ist 3[9*S mit 6*3[9 identisch; es sind aber 

as-E, 96-a, ea-9 

drei ganz verschiedene Vektoren. Das assoziative Qeeetz gilt nicht bei 
der skalaren Multiplikation, weil eben das skalare Produkt ans zwei 
Vektoren nicht mehr ein Vektor, sondern ein Skalar ist. 

Wir wollen jetzt die skalare Multiplikation zur Auffindung der 
rechtwinkligen Komponenten eines Vektors benutzen; i, j, ( seien drei zu- 
einander senkrechte Einheitsvektoren, es gilt also: 

i» = i» = f»=l und ij=j( = li = 0. 
Wir wissen, daß man jeden Vektor 9 in der Form 

a^at-hpi + fl 
darstellen kann (siehe S. 5). Um a zu bestimmen, multiplizieren wir 
beide Seiten dieser Qleichung skalar mit i und erhalten: 

ai = ai* = a. 
Es ist also OL die Projektion von 9 auf i. Ebenso erhalten wir 9 j — ß, 
at = T und folglich 

10 a = i - 9 i + i • 3t i + ( - a f = Si + Si -I- ar. 

Wir nennen den Vektor ai = i ■ a i die rechtwinklige Komponente 
von a in der Richtung i; der Betrag von ai ist gleich der Projektion 
von a auf i: 

11 |ai| = Ji = ai. 

Diese Beziehung zwischen Komponente und Projektion eines Vektors 
gilt nur flir den Fall, daß i und t senkrecht zu i sind ; zerlegen wir % in 
drei Komponenten nach den Richtungen dreier Einheitsvektoren nt, n, p, 
die nicht mehr senkrecht zueinander sind, 
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§ 5 Ebeneartücke mit UinlaufHaian. 9 

SO wird im allgemeiDen a nicht nur von der Kichtun;;; von m, sondern 
aucli Ton der Riclitung der Normale zur it, p-£bene abhängen. Diese Zer- 
legung werden wir mit Hilfe einer neuen Vektoroperation, der vek- 
toriellen HultipUkation ausfuhren können. 

♦Aufgabe 5. a) Wann ist (31»)* = a»S9»? 

b) Wie mOssen die Vektoren t, \ beschaffen sein, damit bei jedem 
Wert von a, ß der Vektor «i + ßj senkrecht zu dem Vektor ßi — aj 
wird? 

* Aufgabe 6. Welche geometrische Bedeutung haben die Identitäten : 

a) (9( + »)« = 2t» + 23ia3 + S*, 

b) (31 + »)' + (S - m* = 2{a(» + »«). 

c) Wann ist S + 93 senkrecht zu M — »? 

Aufgabe 7. In dem Ausdruck ro,* = TD,* + c„* + u,' — Uj* setze^ j 
man Cj = u, + TO,, c, = Uj -j- iDj und berechne UjC, — UjCj*). =. ^^.^; .J-f- 
*Aufgabe 8. ^ 

a) Wann ist ßS — a© X a? 

b) Man beweise, daß 3331® - E-3£S X 91, 

c) Man beweise, daß 9 ^~, — X 9t. 

* Aufgabe 9. Wenn 9tm = äit = Stp = 0, wo m, n, p drei nicht- 
komplanare Einheitsvektoren sind, so ist 3t = 0. Beweis? 

§ 5. Ebenenstück, Vektorprodukt. '^ 

Wir haben gesehen, daß man eine gerichtete Strecke durch einen 
Vektor bestimmen kann; es läßt sich auch ein anderes geometrisches 
Element durch einen Vektor darstellen. Wir denken 
uns ein ebenes FlächenstUck, begrenzt durch eine 
Kurve K (Fig. 4), Sehen wir ab von der Gestalt 
dieser Kandkurve und nehmen an, daß es nur auf 
den Inhalt des Flächenstflckes ankommt, so kann 
man es durch einen Vektor f in folgender Weise 
darstellen : 

1. Der Betrag des Vektors, /, sei gleich dem 
Inhalt des von der Kurve K eii^eschlossenen 
FläcbenstÜckes. / 

2. Die Richtung des Vektors sei die Nor- / 
malenricbtung zu der Ebene des Flächenstflckes; if, ' 
diese Definition bestimmt zunächst zwei Bichtungen 

*) Vgl. R. Tbomann , Die WaBsertarbmen . S. 13 und 14- Stuttgart 1908, 
K. Wittwer. 
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10 Vertretender Vektor. g 5 

fttr f, weil di« EinheifsTektoren n und n' = — it beide eu dem Flächen- 
st&ck Dormal sind. Um die BiclitiiDg von f eindeutig zu bestimmeD, 
wollen wir «uf der BuidkurTe des Flächenstücks einm posJtiTen Um- 
laufssinn willkürlich festlegen; dann bringen wir die Achse einer 
rechtsgängigen Schraube (Korkzieher) in die Normalenrichtung 
mid drehen die Schraube entsprechend dem auf der Bandkurre ange- 
nommenen positiTen UmUufninn. Die Fortscbreitungsrichtung der 
Schraube bestimmt dann die Richtung der positiven Normale n *). Steht 
ein Beobachter auf dem Flächenstflck mit dem Eopf im Endpunkt des 
Vektors n, so erscheint ihm der positive Umlaafssinn auf der Randkurre 
des Flächenstückes entgegengesetzt dem Uhrzeigerdrehsinn, also t<hi seiner 
rechten zur linken Hand. Das mit Umlaufesiun versehene FUcbenstQck 
bestimmt somit eindeutig den Vektor: 
12 f =/n. 

Wir können bei jedem Flächenstück, *ie z. B. bei einem Blatt Papier, 
zwei Seiten unterscheiden: die positive Seite, auf der sich der positive 
Einheitsvektor befindet, und die negative Seite. Wählen wir auf der 
Bandkurve desselben Flächenstückes den umgekehrten ümlaufssinn, so 
kehrt sich auch die Richtung der positiven Normale um, und der zu- 
gehörige Vektor wird: 

f=/„', — f. 

Die Bandkurve des Flächenstücks kann unter Beibehaltung des Flächen- 
inhaltes in ihrer Ebene deformiert werden, auch kann das FlächenstQck 
parallel zu sich selbst verschoben werden, der das Fl&chenstDck dar- 
stellende Vektor f bleibt dabei unveiändert. 

Die Form des Flächenstflcks wird aber dabei nicht berück- 
sichtigt: zwei Fläcbenstacke von verschiedener Form werden durch 
denselben Vektor dargestellt, wenn sie nach Lage, Flächeninhalt und 
Umlaufssinn übereinstimmen. 

Als Beispiel von solchen Vektoren betrachten wir die von der Luft auf 
die ebenen Tragflächen eines Aeroplans ausgeübte Kraft jt. In erster Annähe- 
rung kaoa man aanehmcn, daß diese Kraft senkrecht zur Tragfläche und pro- 
portioDal zu deren Inhalt / ist. Dann wird jl = k/n, wo k eine Funktion der 
relativen Geschwindigkeit ist Hat man es mit zwei parallelen Tragflächen zu 
tun mit dem Inhalt /| und ^, so ist die resultierende Kraft ^ * C/, -f-/i) n. 
Wenn die Tragflächen nicht parallel sind, so erhält man die resultierende Kraft 

*) In Deatschlaod ist die Bestimmung der positiven Normalenrichtaiig durch 
eine RechtBsebranbe allgemein üblich, im Ausland, z. B. in Frankreich, benutst man 
Dft EU diesem Zweck die LinkaBchntube; dann kehrt steh natDrlich die Richtung dea 
Vektors um. 
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f 5 VflktorprDdDkt. XI 

durch VektOTftddition der auf jede Fliehe wirkenden Kräfte, es wird aber im 
allgemeiaen dibei noch eine Drehkraft entstehen. 

Besonders bequem ist es, dem Fl&chenstUck die Form eines atu 
zwei Vektoren S und S gebildeten ParaUelognunms zu geben (Fig. 5). 
Der dieses Parallelogramm darstellende p. . 

Vektor beißt Vektorprodukt von 
% und 39, und wird mit [99] bezeich- 
net. Der Betrag des Vektorproduktes 
ist gleich dem Flächeninhalt des Par- 
allelogramms aus % und 9, also: 

13 j[«e]| = ^S sin («,»), 
dabei wird der "Winkel (91, 33X « vor- 
ausgesetzt. [39] ist senkrecht zu der 
Ebene des Parallelogramms gerichtet, den 
positiTen Umlaufssinn wählen wir so, daß 
man bei positiver Rotation auf dem kürzesten Wege von SI nach fB gelangt. 

Es ist also die Reihenfolge der Vektoren äl und 33 nicht gleich- 
gClItig; das Vektorprodukt [399] bestimmt auf dem Parallelogramm den 
umgekehrten TJmtaufssinn, und es wird 

[»«]=-[»»]. 
Das kommutative Gesetz wird also bei der Tektoriellen Multiplikation 
nicht befolgt. Da aber der Unterschied bei der ümkehning der Fak- 
torenreihenfolge nur in einem Vorzeichenwechsel des Produktes besteht,, 
so kann man das Vektorprodukt antikommutativ nennen. 

Bei gegebenem Vektorprodukt [9I9] = <S müssen die Vektoren 9 
und 33 beide zu dem gegebenen Vektor Q. senkrecht sein und die Be- 
ziehung 13 befriedigen, sonst aber können sie beliebig gewählt werden. 
Es wird also, wenn 

[3t»] = 0, 
entweder ä[ = oder 33 = oder 9 parallel 33. Es gilt also immer: 

[aa] = o. 

Um die CHÜtigkeit des distributiven Gesetzes bei der vektoriellen 
Multiplikation 

14 [9 (33 + 6)] = [933] + [9©] 

zu beweisen, bemerken wir zuerst, daß [99] sich nicht ändert, wenn der 
Endpunkt von 9 auf einer zu 9 par^elen Geraden gleitet (Fig. 6). Man 
kann also 9 durch seine zu 9 senkrechte Komponente 33' ersetzen, ohne 
das Vektorprodukt za ändern: 

[933] = [99']. 
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Vektorprodukt. 
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Ebenso kson man S und 9 -f ^^ durch ihre zu % senkrechten Kom- 
ponenten G,' und S' + S' ersetzen. Die Gleichung 14 ist also äquivalent 
der Gleichung 

[»(»' + 60] = [St»] + [aaa 




deren Richtigkeit aus der Fig. 7 einleuchtet, denn 

[31 »a [aei, [at{S' + 6')] 

sind komplanar, proportional und senkrecht zu des entsprechenden Vek- 
toren »', ©', »' + £'. Es muß also [a (S' -|- 60] die Diagonale des 
p.^ , Parallelogramms aus [91©'] und 

[äC'J sein, genau so wie 33' + E' 
die Dittgouale des Parallelogramms 
aus 33' und G' ist. 

"Aufgabe 10. Man beweise, 
daß [3l«]« + (aS)« = 9l*S». 

"Aufgabe 11. Man berechne: 

a) [(91 + Ö) {2C - «)], 

b) [(31-8) (8 -(£)]. 
Geometrische Bedeutung von b)? 

"Aufgabe 12. In einem Poly- 
eder sei jede Seitenfläche durch 
einen nach der äußeren Normale 
gerichteten Vektor f dargestellt, 
llan beweise, daß die Summe 
dieser Vektoren verschwindet, wenn 
man alle Seitenflächen des Poly- 
eders berücksichtigt. Sf = 0. 
•Aufgabe 13. Wenn [2133] + [33g] = [äCS], so sind die Vektoren 
[3133], [Se], [est] paraUel. Gehen 31, 33, S von demselben Punkt aus, 
so liegen ihre drei Endpunkte auf einer Geraden. Beweis? 
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§ 6 VertaoBcliangssatE. 13 

Aufgabe 14. Ist L»»] = [6®] and [36] = [» J)], ao ist ä - 2) 
parallel zu 8 — ß. 

§ 6. Zusammengesetzte Produkte. 

Das nkalare Produkt r= 9l[8S] hat eine einfache geometrische Be- 
deutung: I V\ ist gleich dem Volumen des aus 3t, S, S gebildeten Parallel- 
epipeds (Fig. 8), denn es ist gleich 

dem Produkt aus der Basisfläche, fig- S. 

Parallelogramm aus S und €, mal der 
Projektion von 31 auf die Normale 
zur 8, S-Ebene. Da man aber in 
diesem Parnllelepiped auch die Par- 
allelogramme aus € und 9( oder 
aus 31 und B als Basisfiächen an- 
nehmen kann, so folgt: 

15 aLBS] = e[e«] = e:[«e]. 

Dieser Ausdruck kann auch sym- 
bolisch in symmetrischer Weise mit 

996 bezeichnet werden. Dabei ist auf die Reihenfolge der Vektoren 
zu achten, denn es ist 

16 a8e = -3(e» 

und ä39S ist nur dann positiv, wenn die drei Vektoren 31, 93, (E ein 
Rechtssystem bilden, d. h. wenn [äSS] einen spitzen Winkel mit 3( 
bildet. 

Ist 31S6 = 0, so sind die Vektoren 31, S, 6 komplanar, weil dann 
entweder 31 = oder [9@] ~ 0, d. h. 9 parallel g ist oder % senkrecht 
zur Normale der 99, S-Ebene liegt, also in der Ebene selbst. Umgekehrt, 
drei beliebige komplanare Vektoren % 93, @ erftttlen immer die Bedingung 

3iöe = o. 

Man sieht auch sofort, daß 

- schreiben kann 




weil man i 



Ist 



3t [Se] = A ■ ß ■ C cos (31, [93 6]) ■ sin (», S). 



\%^fS.\=ABC, 
so heißt das, daß die Vektoren 31, 8, S zueinander rechtwinklig sind. 

Ein anderes sehr wichtiges Produkt dreier Vektoren ist das doppelte 
Vektorprodukt [31 [S 6]]. Das ist ein Vektor, der senkrecht ist zu 31 
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und zu [9@}; er liegt also in der fÖ, S-Ebene (Zeicbeuebene der Fig. 9), 
senkrecht zu der Projektion 31' von 9t auf diese Ebene. Um dieses Doppel- 
produkt auszuwerten, zerlegen wir 8 in zwei Komponenten, parallel und 





senkrecht zu G: 9 = aS + 9i- Außerdem zerlegen wir 31 in drei zu- 
einander senkrechte Komponenten 91 = 91, -f % + ^ai 'wo 31, parallel 9,, 
a, parallel ß, und äg parallel LS^iß] ist. Dann wird (PJg. 10): 

[aii[s,e]] = -6ai8, = -e-2[Si (weil 3,33, = a»,), 
[a,[»,c]] = »,a.e = »iais (weil a,s = a6), 

Addiert man die linken und die Techten Seiten dieser drei G-leichungen, 
so wird: 

Beide Seiten dieser Qleichung verschwinden, wenn man an Stelle von S, 
den Vektor aS setzt, man kann also in beiden Seiten, ohne ihren Wert 
zu ändern, ffl, darch Sj + « £ = 39 ersetzen und erhält 

17 [« [SC]] = » . ae - e . «», 

wo jetzt 3(, 8, S ganz beliebige Vektoren sind. Diese Formel ist fUr 
die Anwendungen sehr wichtig. Auch hier ist die Reibenfolge der Vek- 
toren zu beachten, denn [31 [8 G]] und [|[ä(39]@] sind ganz verschiedene 
Vektoren. 

* Aufgabe 15. Man beweise den Satz: ans [31 93] = 31' und [993] = »' 
folgt %^ + ^W=0. 
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I 7 Schiefwinklige KonponeDten. 15 

* Aufgabe IC. Man beweise den Satz: wena die Gleichung 

[s's] + LG"»] = [e(a + m] 

für drei Wertepaare 3I„ S„ %t' ^ »nd 3(,, S), gilt, die so bescheren 
sind, daß [3(i33i], [91} 93,], [^ 8.3 drei nichtkomplanare Vektoren sind, so 
itt 6 = e' = e". 

* Aufgabe 17. Man berechne: 

a) [ä[»ß]] + [»[£90] + [6[a»]]. 

b) [3( »] [S 3i] + [33 ©] [ä »] + [6 ä] [» S]. 
""Aufgabe 18. Man entwickle: 

fl) [a»][63)]. b) [as][aD]. 

'Aufgabe 19. Man entwickle: 
»)[[»»] [6 ®J]- b) [[[9l»]6]2']. 

g 7. Inverse Operationen. 
Die zur Vektoraddition inverse Operation ist die Subtraktion. Ee 
gibt aber noch eine der Vektoraddition eigentümliche inverse Operation, 
das ist die Zerlegung eines Vektors in seine Komponenten noch vorge- 
schriebenen Richtungen. Wir haben schon gesehen, daB bei recht- 
winkligen EomponenteD der Betrag einer Vektorkomponente gleich 
dem absoluten Wert der Projektion des Vektors auf ihre Richtung ist. 
Anders ist es bei beliebigen Richtungen der Komponenten. Wir setsen 

3[ = am + ßn + TPi 
wo m, n, p drei gegebene nichtkomplanore Vektoren sind. Um <t zu 
bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung skalar mit dem 
zu n und p senkrechten Vektor [np] und erhalten 

2[np = amnp, also a — m"! - 
Ganz analog erhalten wir ß und t, so dafi 
^^ a = -;^{änp-m + apm'n + amii-p}. 

Man kann auch % in seine Komponenten parallel zu den Vektoren 
[np]. [pni], [mn] zerlegen und erhalt 

*^ * ^ ^ iinif l^"" * ["p] + ^" • tp""] + *P • t""^ ) ' 

was man durch skalare Multiplikation beider Seiten mit m, tl oder p 
nachprüfen kann. 

Die bcmerkenswerTc Analogie zwischea den Ausdrücken i8 und i8a rührt 
dxhcr, daB die eu den Vektoren m, n, p reziproken Vektoren 
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16 Komponenten parallel nnd senkrecht zn einer Geraden. § 7 

•"-W- "-"ST^- P-"Sr^ 
mit tn, n, p durch folgende Beziehungen verbunden sind: Erstens ist 
mm' = nn' = vp' = 1. 
mn' = mp* = np' = nm' = pm' = pn' = 0. 
Zweitens ist (Aufgabe 19a) 

[[np][pm]] =p'npm — m-npp = p.npm, 
und folglich 

Die zu m', n', p' reziproken Vektoren sind wieder die gegebenen Vektoren: 

Kni _ _ÜLVL_„ tP'^l _„ 

m'nV — P' m'n'p' " *"' m'n'p' " "• 
was leicht zu beweisen ist. Um aus 18 den Ausdruck i8a zn erhalten, genügt 
es also die Vektoren ffl, n, p darcb die reziproken Vektoren zn ersetzen. 

Es sei noch bemerkt, daß für drei rechtwinklige Vektoren die reziproken 
Vektoren mit den gegebenen Vektoren identisch sind. So ist z. B. jur drei 
Einheitsvektoren i, \, t, die der Beziehung 

genügen : 

Ü'] _; Hi] _. [ii] _, 

iif -'' ül -I' ÜI -'• 

/ Die Zerlegung eines Vektors in mehr als drei Komponenten ist 

nicht eindeutig bestimmt und bietet daher weniger Interesse. Dagegen ist 
die Zerlegung in zwei Komponenten sehr wichtig wegen der häufigen 
Anwendungen. Wir wählen einen Einheitsvektor tt und suchen den 
Vektor 31 in zwei Komponenten, parallel und senkrecht zu n, zu zerlegen. 
Es wird: 

19 « = ii.«H+[ii[aii]], 

wovon man sich durch Ausrechnung des doppelten Vektorproduktes leicht 
überzeugen kann. 

Wenn man z. B. eine an der Oberfläche eines Körpers in einem Punkt 
angreifende Kraft ft betrachtet und wenn n der Einheitsvektor der Flächen- 
normale in diesem Punkt ist, so wird die Normalkomponente der Kraft gleich 
n*Jln und die Tangentialkomponente gleich [n[jtn]]. 

Die inverse Operation der skalaren Multiplikation kann in folgender 
Weise definiert werden: einen Vektor zu finden, dessen skalares Produkt 
mit einem gegebenen Vektor gegeben ist, also aus 9133 = ot den Vektor S 
zu bestimmen. Diese Aufgabe läSt eine unendliche Zahl von Lösungen 
zu. Zerlegt man 3} in zwei Komponenten, parallel und senkrecht zu 31, 
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§ 7 Skil&re Prodakte mit wnsm nnbehsnnten Vektor. 17 

so wird onr di« su 9t parallele Komponente einen bestimmten Wert haben, 

die zu 31 senkrechte Komponente kann beliebig sein {jg\. § 4 Aafgab« 4)« 

und man erhttlt: 

20 33 = -^9I+[3lD}. 

wo ^ ein beliebiger Vektor ist. 

Etwas weniger unbestimmt wird die Aufgabe, wenn man zwei 
skalare Produkte vorschreibt: 

und daraus % zu' bestimmen sucht. Die Komponente Ton % senkrecht 
zu 3t und S ist witikfirlich. Man köntite also 93 in der Form 

darstellen und X und |i zu bestimmen suchen. Man kommt aber rascher 
zum Ziele, wenn man 93 in folgender Weise zerlegt: 

a3 = x [3t[S9a]] + iL[ö[a»]] + v[a»]. 

Durch skalare Multiplikation mit 31 erhält man 

a?ai = a = iia[8[9ia5]] = ii[aa}]*. 

und durch Multiplikation mit !0: 

33 33 = ß = >-»[2t [«31]] = v[»a]*, 
so daß; 

2' « = -[slir[a[8sa] + -is%ir[9läl9]] + »[äl8], 

WO y ein willkDrlicher Skalar ist. Der Leser versucht vielleicht die zu- 
erst angegebene Zerlegung auszuitlhren und mit diesem Resultat zu ver- 
gleichen. 

Zur vollständigen Bestimmung von 3i sind drei skalare Produkte nötig: 

aa! = a, »» = ß, e« = T. 

Dann erhält man 

22 » = -gfi^{a[s3e] + p[ea] + v[a»]}. 

wovon man sich durch skalare. Multiplikation mit %, S, S aberzeugen kann. 
Wir wollen zur Übung folgende Ableitung dieser Formel geben: Aus den 
gegebenen skalaren Produkten erhält man durch Elimination von ^ oder a 

(äß-a5a)2i = 0, (a3T-6ß)3J = 0. 
Dadurch ist die Richtung von ä} bestimmt, und wir können setzen: 
S3-X[(ap-»«)(S3T-eß)]. 
Wir multiplizieren skalar mit 39 und erhalten 

Splslrain, VtkUrrecfanniiB- ^ 
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18 Vektorprodukte mit einem Dnbekaniiteu Vektor. § 7 

Setzt man dieEen Wert ron X ein und entwickelt das Tektorprodukt , so 
erhält man den Ausdruck 22. 

Die zur vektoriellen Multiplikation inverse Operation bestellt in der 
Auffindung eines Vektors, .dessen Vektorprodukt mit einem gegebenen 
Vektor einem anderen gegebenen Vektor gleich ist; man sucbt also aus 

[asä] = 3t' 

den Vektor 'ä zu bestimmen. Selbstverständlich sind die gegebenen 
Vektoren % und %' voneinander nicht unabhängig, sondern sie mOssen 
die Beziehung 91S' = erfoUen, Man sieht zunächst, dafi fß senkrecht 
zu 91' sein muS. Zerlegt man fß in zwei Komponenten, parallel und 
senkrecht zu 31, so sieht man, daß die zu äC parallele Komponente will- 
kürUch sein kann, und man erhält 
23 50 = -tHM _|. V ä, 

wo V willkürlich ist. Man kann sich davon durch Einsetzen in die De- 
finitionsgleichung tiberzeugen. 

Zur rollständigen Bestimmung von S muß man zwei Gleichungen 
vorschreiben, etwa: 

[«91] = 91', [aJ8] = »'. 
Hier ist 

3rat' = »s' = asat' = «s' = o, 

so daß wir setzen können: 

SB=X[9t'a3']. 

Diesen Wert von 33 setzen wir in die erste Definition^Ieichung eiu und 
erhalten: 

X [[2('»^ 3t] = X (»' . 31 at' - 91' • 9iao = a', x = - -^ , 

folglich : 

-* "— na' ■ 

Aus der zweiten Definitionsgleichung erh&lt man ebenso: 



24' 

Da diese Ausdrucke gleich sind, so muß %W -\-^W=0 sein. Das ist 
auch in der Tat der Fall (vgl. Aufgabe 15 § 6). Die zwei vektoriellen 
Definitionsgleichungen ergeben sechs skalare Beziehungen zur Bestimmung 
von !B, obwohl drei Zahlenangaben zur vollständigen Bestimranng von SJ 
genügen. Es gelten aber auch gerade drei Beziehungen zwischen den ge- 
gebenen Vektoren: 

9191' = »»' = 9133' + 9331' = 0, 
so daß zur Bestimmung von % drei skalare Beziehungen Übrig bleiben. 
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§ 8 GrundTektoren. 19 

Aufgabe 20. s) Mao suche das Spiegelbild eines Vektors 31 in 
einer Ebene, deren Normale it ist (n*= 1). 

b) Man suche einen Vektor, der zu 31 symmetrisch ist in bezug auf 
eine zu it parallele Gerade, 

*" Aufgabe 21, Man bestimme 33 aus: 

äSß = a. [833] = ©'. 

§ 8. Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten. 

Zur zahlenmäSigen Darstellung eines Vektors können wir seine Pro- 
jektionen auf drei senkrechte Koordinatenachsen angeben, und alle bis jetzt 
abgeleiteten Formeln in Beziehungen zwischen den Vektorprojektionen trans- 
formieren. Wir nehmen also ein rechtwinkhges Koordinatensystem Oxt/e 
und definieren die Li^« der Achsen Ox, Oy, Oe durch drei Einheits- 
vektoren i, i, t Dann wird: 

i» = i« = (»=l, ij = jl = (i = 0. 
Wir wählen ein rechtsgängiges Koordinatensystem, in dem 

ti(=i, 

also 

[ii] = t, [il] = i, [!i]=t 
Diese Vektoren i, f, f heißen auch ÖrundTektoren. Ein Vektor 'S. wird 
dann durch seine Komponenten ausgedrOckt: 

25 a = ^i + J,i + ^. f, 

wo 

Da die Komponenten rechtwinklig sind, so erhalten wir durch skalare 
Multiplikation des Vektors % mit sich selbst: 

26 a« = ^» = ^» + A^* + A,*. 

Wir bemerken, daß die Projektionen des Vektors ihr Vorzeichen umkehren, 
wenn man die Richtungen von i, j, t umkehrt. Im allgemeinen ändern 
sich die Projektionen des Vektors mit der Richtung dar örundvektoren, 
der Ausdruck A = \/ Ä^* + Jt,* + .dableibt aber unverändert, weil der 
Betrag des Vektors von der Wahl des Koordinatensystems unabhäng^ ist. 
Mau s^ dann, daß Ab* -{- A,* -^ Ä,* invariant ist in bezug auf eine 
Drehung der Koordinatenachsen. 

Die Summe oder die Differenz zweier Vektoren erhält man 
durch Addition oder Subtraktion ihrer Komponenten: 

27 3t ± 8 = i(^ ± B.) + i(A ± -By) + H^, ± B,). 
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20 Produkte musgedrOckt in Kompoaentea. § 8 

Uui reclinfit leicht d&s akalare Produkt aus 91 und 9 aus: 

28 «»=^. B, + -4,B» + ^. ».. 

Aus d«r Definition eines sbalaren Produktes folgt, daß auch der Aus- 
druck 28 iuTariiuit ist in besug &uf eine Drehung der Koordinatenkcbsen. 
Die Orthogonalität zweier Vektoren wird durch die Beziehung 

29 A^B, + A^B, + A.B. = 
ausgedruckt. 

Das Vektorprodukt aus X und 33 ist: 

30 [aa5] = [(A,i + ^i + ^i) (B,i + JB,i + B,o] 

= [it]iA^B.-A,B,)-i-[ti] (A,B,~A.B.) + lii} (A^By-A^B.) 
= ÜA^ B. - A, B,) -^ HA. B^ - ^B.) + t(A^B, - A, R). 

Dieser Ausdruck kann auch in der Form einer Deiemiinante geschrieben 

werden : 

i i t 

Bm Bp B, 

die wegen ihrer symmetriscben Form leicht zu bebalten ist. Die Kom- 
ponenten von [3(39] stellen nach Größe und Umlanfssinn die Projektionen 
des Parallelogramms [9139] auf die Eoordinatenebenen dar. Sind die 
Vektoren ä( und 3 parallel, so verschwindet das Vektorprodukt: 
HA, S.-A^ By) + \(A. B, - A^B.) + t(A^B, - A, B,) = 0. 
Die Koeffizienten von !, j, t mUssen unabhängig voneinander Null sein, 
so daß fUr parallele Vektoren 91 und S9 : 

32 it = A.-^. 

Die Projektionen zweier paralleler Vektoren sind einander proportional. 
Da bei der Umkehrung der Orundvektorenrichtungen sowohl die Pro- 
jekttonen von %, als auch die Projektionen von 9 das Vorzeichen wech- 
seln, so bleibt [999] dabei unvei^ndert. Diejenigen Vektoren, deren 
Projektionen mit der Umkehrung der Koordinatenachsen das Vorzeichen 
wechseln, beißen polare Vektoren, diejenigen, deren Projektionen dabei 
unvei^dert bleiben, heißen axiale Vektoren. Diese Vektoren kann man 
auch rein geometrisch in folgender Weise unterscheiden. Spiegelt man 
einen polaren Vektor, z. B. eine gerichtete Strecke an einer zum Vektor 
senkrechten Ebene, so kehrt der Vektor seine Richtung um. Ein axialer 
Vektor d^i^gen, z. B. ein F^chenstUck, ist durch seinen Umlaufssinu be- 
stimmt. Spiegelt man dieses Flächenstflok an seiner Ebene, so bleibt der 
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g 8 Dreifaches Prodakt. 21 

ümlaufealim besteheo ; der das FUkJienstack veruischaulichende Pfeil be- 
hält seine Richhing. 

Das skalare Produkt aus zwei polaren Vektoren behält das Vor- 
zeichen bei der Umkehrung der KoordinatenacbseD , ebenso das skalare 
Produkt aus zwei axialen Vektoren. Das skalare Produkt aus einem polaren 
und einem aiialen Vektor ändert dag^^ sein Vorzeichen mit der Achsen- 
richtung. Soldie Skalare heißen Pseudoskalare. Diese Unterscheidung 
ist fOr einige physikalische E^obleme von Nutzen; so kann z. 6. die Menge 
einer Substanz niemals ein Pseudoskalar sein, weil sie von der Achsen- 
richtung unabhängig sein muß. Ein solcher Pseudoskalar ist z. B. das 
Produkt 31 [8 6^. Unter Benutzung der Determinantenform 

i i M 
rae:]= b^b^bA 

c, c; c, I - ,, 

erl^t man dafQr durch skalare Uultiptikation mit 
den symmetrischen Ausdruck: 

Jm A^A»\- 

33 91[86;]= lt„BfB,\, 

c c, c* I 

oder, ausführlich geschrieben: 

34 311^0,]= A^iB^a^ B.C.) + Ä^{B,C^~' B.C.) -^MB^C,-B,a). 
Auch dieser Ausdruck ist inrariaBt in bezug auf eine Rotation der Koordi- 
natenachsen, er ändert aber sein Vorzeichen, wenn man von einem Etechts- 
sjstem, etwa durch Spiegelung, zu einem Liukssystem übergeht. 

"Wir wollen jetzt die Drehungen des Koordinatensystems näher unter- 
suchen. Das Koordinatensystem Oxy» möge durch eine beliebige Botation 
die Lage Oxfi^^ einnehmen, dann werden die entsprechenden Grund- 
vektoren i', jV i' sein. Wir können jetzt die alten Orundvektoren {, j, ! 
in ihre Komponenten nach den Richtungen i^, Y, V zerl^en: 
i = «,i' + «,i'+a»C 

Von den neun Projektionen «i . . ■ Y, sind aber nur drei unabhängig, 
denn es ist wegen t* = j* = (• = 1, 

..■ + «,> + a,'=I 
86 P,' + P,' + P,'=l 
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22 Drehong des Koordinatetuyateins. § 8 

und wegen ij = if = (t = 

37 ß,Tr,+ ß.Y.+ P»T. = 

Die Oteichungen 35 definieren eine linear« Substitution, weil 
durch sie die Vektoren t, j, f als lineare Funktionen von i^ }', f bestimmt 
werden. Das ist eine aus der analytisclien Geometrie wohlbekannte Sub- 
stitution. Wegen der Nebenbedingungen 36 und 37 heißt sie auch eine 
orthogonale Suhstitation. 

Wir wollen diese Sabstitution zur Lösung folgender Aufgabe be- 
nntzen: Die Projektionen von 31 auf t, j, I seien Ä^, A^, A,, di« Pro- 
jektionen auf i^ t^ I' seien A^r, Ay, A^. Welche Beziehung besteht 
zwischen den zwei Projektionstripeln? Wir schreiben unter Benutzung 
Ton 35 

A>=m= ä(ai!'+ «,!' + a^t') = a,A^-\-<x,A^ + a^A,. 
und erhalten ganz analog: 

A. = -i^A^-\- f,A^ + Ta-4.'. 

Wir sehen: wenn sich die Koordinatenachsen drehen, so 
transformieren sich die Projektionen eines Vektors durch 
eine lineare orthogonale Substitution, dieselbe, die die 
Koordinatentransformation bestimmt. Das ist «ine charakte- 
ristische E^enschaft der Vektoren. Wenn eine QtöÜe durch drei Zahlen 
o, i, c für gegebene Koordinatenrichtungen bestimmt ist, so ist sie dann 
und nur dann ein Vektor, wenn sich diese Zahlen wie die Koordinaten 
selbst transformieren. 

^Aufgabe 22. a) Uan bestimme Sä) und [9(93] in schiefwinkligen 
Koordinaten. 

b) Man bestimme die Länge eines Vektors ät als Funktion seiner Kom- 
ponenten und als Funktion seiner Projektionen in schiefwinkligen Koordi- 
naten, deren Achsen parallel zu den gegebenen Einheitsvektoren m, n, p sind. 

Aufgabe 23, Han berechne aus den rechtwinkligen Projektionen 
der drei Vektoren %, », ß die Projektionen von [a[a36]]. 

Aufgabe 24. Man beweise die Identität: 

(«.^-„.^.p^ («/. + „/. + p/i) 

= (fliMi' + nn'-{-pp^* + (m«' — n»»0' + (np' — pnO* + (pm'— »/)■. 

Aufgabe 25. Man beweise die Identiföt: 
(a,b, -0,6,) (0,6, - o,6J + ibiCf — b,c,){b,Ct -6,c,) + (c,a,--c,a,)(Ctat -c«oJ 
= (aidj + Ö, 6, + CjC,) (a,a( + 6,6, + c,e^) - [a^a^ + 6, 6, + c,Ct}(a,a, + 6,6, + c,cj. 
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^Aufgabe 26. Man bestimme aus der Qleichung 35 die Vektoren i^ j', ^ 
als Funktionen von i, j, t. 

^Aufgabe 27. Han berechne die Determinante 

die ans den Koeffizienten der Gleichung 35 gebildet ist 



Kapitel Ü. 
Besondere Tektoren. 

g 9. Der Radiusvektor. 

Wir wählen im Räume einen Punkt 0, den wir Bezugspunkt 
nennen. Die Lage jedes Raumpunktes P kann durch eine Ton nach P 
gerichtete Strecke bestimmt werden; diese Strecke nennen wir Badius- 
Tektor und bezeichnen sie mit t. Der Punkt P heißt Aofpunkt. Der 
Radiusvektor' ist eine ganz bestimmte Funktion des Aufpnnktes, so- 
lange der Bezugspunkt festgehalten wird. Die Projektionen des Radius- 
vektors auf drei rechtwinklige, durch gehende Koordinatenachsen sind 
nichts anderes, als die Koordinaten x, y, e des Punktes P. Es ist also: 

r* = r* = «'4" y* -\- ^*\ ' cosOa;, 0P= — usw. 

In dem Radiusvektor sind die drei Eoordinatenangaben verMmgt, er be- 
stimmt die Lage des Punktes P unabhängig von der Richtung der Ko- 
ordinatenachsen. Der Radiusvektor unter- 
scheidet sich insofern von einem gewShn- ^'^' ^'' 
liehen Vektor, der ja auch eine Ortsfnnk- 
tion sein kann, als zu seiner Bestimmung 
noch die Angabe des Bezugspunktes not- 
wendig ist: ändert sich die Lage des Bezugs- 
punktes, indem er eine Verschiebung 31 t 
von nach (V erföhrt (Fig. 11), so erhält 

der Radiusvektor r einen neuen Wert t', und es gilt die Beziehung: 
38 r' = t - 31. 

Dieselbe Änderung erfährt aber der Radiosvektor, wenn man bei fest- 
gehaltenem Bezugspunkt den Aufpunkt von P nach P* utn die Strecke — % 
verschiebt. Der Radiusvektor ändert sich nicht, wenn man 
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24 Uoabh&Dgigkeit vom Bezugspunkt. g 9 

den Bezugspunkt und den Aufpnnkt:in gleicher Weise ver- 
schiebt. 

Wir haben soeben gesehen, d&fi di& A.dditäon eines Vektors % zu 
einem lladiusvektor der Verschiebung des Aufpunktes entspricht. Addiert 
man zwei oder mehrere Radienrebtoren, so erhält man wiederum einen 
Radiusvektor. Weun wir eine Anzahl Punkte P^, Pj ... P. durch die 
Radienvektoren r„ t, . . . l" darstellen, so kann man aus ihnen einen 
Punkt P bestimmen, durch den Radiusrektor : 

r = a,ri + «sT, + ... -f-asr» = ^adj, 
wo a,, a, . . . oca positive oder negative Bkalare sind. Die L^e des so 
definierten Punktes P hängt von der Wahl des Bezugspunktes 
ab, denn fOr einen neuen, um % versehobenen Bezugspunkt (y trans- 
formieren sich die Badienvebtoren r« in n — 31, so daß der Ausdruck ^a4Vt 
in So* (r,- — 1) = EarTi — Sl2o[( übergeht. Wollen wir, daß dieser trans- 
formierte Ausdruck denselben Punkt P darstellt, wie vor der Trans- 
formation, so mfissen wir ihn dem neuen Radiusvektor -r — 31 des Punktes P 
gleichsetzen: 

r-9l = Sa(r, -aiS«,. 

Das ist aber dann und nur dann mSgtich, wenn Sof =: 1. Es mdssen 
also die Skalare ol, von der Form sein : 

wo natürlich £(L|^0 anzunehmen ist. So erhatten wir folgenden Satz: Eine 
lineare Funktion der zu gegebenen Punkten Pi, P, . . , P^ führenden 
Radieovektorea stellt einen Punkt dar, dessen Lage im allgemeinen von 
der Wahl des Bezugspunkte« abhängt; der Punkt behält dieselbe 
Lage, bei jedem Bezugspunkt, wenn die lineare Funktion 
die Form hat: 
^9 j_ hti + M,r,+ ... + ti,i:. _ Xfi-tti 

Wir wollen jetzt einige spezielle Fälle dieser Funktionen ruber 
untersuchen. Wir sehen sofort, daß r = -' -^ '' ■ in der Mitte zwischen 
P, und P, liegt, denn das ist die halbe Dif^nale des Parallelogramms 
aus r, und r,. Die Differenz zweier Radienvektoren, r, — r, entspricht 
aber nicht unserer Bedingung, denn in diesem Fall ist T^a, = und nicht 
gleich eins. Es gibt keinen Punkt, dessen Radiusvektor bei jedem Be- 
zugspunkt durch denselben Ausdruck r = r^ ^ t, gegeben wäre, denn 
dann mOSte, bei jeder Verschiebung % t = r — 31 sein, was nur fOr einen 
unendlich fernen Punkt mflglich ist. Anderseits ist die Differenz r, — tj 
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§ 9 MuHnmUtoIpaiikt. 25 

TOD der Wahl des B«zu(|^pUBkt«s vollgtändig uoabli&ngig; diese Differenz 
ist somit ein gewöhnlicher Vektor und keio Radiusvektor. 

Wir wollen jetzt den Radiusrektor t = ■ 'Ji f . . cf . \ untersuchen. 
Wir multiplizieren beide Seiten mit |ti -f fi und ordnen. Dann wird 

Diese Beziehung besagt folgendes: 

1. Die Strecken P^P und PP^ sind parallel; das ist nur dann 
möglich, wenn P auf der Geraden P,P, liegt (Fig. 12). 

2. Ist [JL, |ii, <! 0, so sind die Strecken en^^engerichtet, ihre LAngen 
verhalten sich wie | t)-i | : | m 1 1 ^ ^^^ ^ 

Roßerhdb der Strecke P,P, und näher Kg. 12. 

zum Punkt mit größerem Koeffizienten 

liegt. Ist t>'im!>0, 80 sind die Strek- 

ken P-,P und PP^ gleichgerichtet, der 

Punkt P liegt zwischen P^ und P„ näher 

zum Punkt mit grOBerem Koeffizienten. 

Wir sehen, daS P den Angrifbpnnkt der Resultierwiden zweier 
paralleler KrSfte darstellt, die in P, und P, angreifen und deren Be- 
träge proportional zu |itj und |m| sind. 

FDr drei Punkte P„ Pj, P, kann man schreiben : 

(v.. + lul , 1*1 'l + 1^ '« J. „ t 

(H + m + 14 ^ + i4 + m ' 

I stellt den Angriffspunkt der Kesultierenden zweier paralleler Krilfte dar, 
von denen die eine in P^ angreift und \^^\ proportional ist, die andere 
in dem durch ' '^ ' definierten Funkt angreift und ll^i 4~ l^il P™" 
portional ist. Die letzte Kraft Ist aber die Resultierende der frDher be- 
sprochenen, in Pj und P, angreifenden Kräfte, Es stellt somit r den 
Angriffspunkt der Resultierenden dreier paralleler, in P,, P,, P, an- 
greifender Kräfte dar. Diese Überlegung läSt sich anf eine beliebige 
Zahl von Punkten erweiternd 

In dem speziellen Fall, wo alle (i positiv sind, liegt der Endpunkt 
von r im Schwerpunkt des Systems der Punkte P„ P, . . . Pm mit den 
entsprechenden Massen ti-i, {"v ■ • - l'^- Wir bezeichnen den Radiusvektor 
des Schwerpunkts mit t* (sprich r Stern) und erhalten: 

40 c- = ■^. 

£{11 

Fällt der Bezugspunkt mit dem Schwerpunkt zusammen, so ist i* = 
und folglich £(ijri = 0. 
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Selbatrerständtich ist das Anwendungsgebiet des RsdiasTsktora nicht 
auf solche Ausdrücke beschi^nkt, deren geometrische Bedeutung unab- 
hängig ist von der Wahl des Bezugspunktes. Man kann mit dem Radius- 
vektor alle Vektoroperationen ausführen, nur ändern sich die erhaltenen 
Resultate im allgemeinen mit der Wahl des Bezugspunktes. 

Ein reiches Anwendungsgebiet fQr die Radienvektoren ist die Dar- 
stellung von geometrischen Figuren und von Beziehungen zwischen ihren 
Elementen. Ohne diese Anwendungen erschöpfend zu behandeln, be- 
sdii^ken wir uns auf einige wichtige Beispiele. 

Eine durch den Bezugspunkt gehende Ebene, deren Normale 
parallel zu einem gegebenen Vektor 91 ist, läfit sich darstellen durch die 
Gleichung 

41 rä = 0, 

denn der Aufpunkt des Radiusvektors kann sich nur auf dieser Ebene 
befinden, wenn die Gleichung 41 erfQllt sein soll. Geht die Ebene nicht 
durch den Bezugspunkt, sondern durch einen Punkt r, (wir können zur 
Abkttrzung„Pnnkt ii* sagen, indem wir einen durch den Badiusrektor r, 
dargestellten Punkt P] meinen), so ist ihre Gleichung: 

42 (r - r,) ä = 0. 
Eine durch 

43 r9I = o 

dargestellte Ebene ist senkrecht zu S, ihr Abstand vom Bezugspunkt 
ist ^. Ist a positiv, so wird die kürzeste Strecke vom Bezugspunkt zu 
der Ebene mit 31 gleichgerichtet, ist a negativ, so wird diese Strecke 
zu a, entgegengerichtet. Man kann auch die Gleichung 43 nach x auf- 
lösen, und erhält: 

44 r = -5^3t + [aD], 

wo ^ ein wOlkOrlicher Vektor ist (vgl. 20, § 7). Eine Ebene, die 
durch den Punkt r, geht, und zu den Richtungen tn, n parallel ist, 
wird durch die Gleichung 

45 (r-r,) [mn] = 

dargestellt Gebt eine Ebene durch drei Punkte r^, r„ r^, so sind die 
Vektoren t — r„ r — r„ r — tj komplanar, also: 

[(r - r.) (r - r.)] (r-r,) = 0; 
ausgerechnet, ergibt das: 

46 t{[r,tj + [i,t.] + [t.t,]} = t,[t,lr,]. 
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§ 9 Daratollnng einer Oeradeu. 27 

Die Ebene wird unbestimmt, wenn [t,r,] + [ttt^] + [t,t,] = 0; dann 
liegen die Punkte r,, r,, t, luf derselben Geraden (§ 6, Aufgabe 13), 
und die Ebene kann sieb um diese Gerode beliebig drehen. 
Wir betrachten zwei Ebenen: 

ta = a, rs = p. 

Alle durch die Schnittlinie dieser Ebenen gehenden Ebenen 
werden durch die Gleichung 

47 r(a + >.83) = « + Xß 

dargestellt, wo X ein beliebiger konstanter Parameter ist. Ändert sich X, 

so dreht sich die Ebene um die Schnittlinie. Fflr X = g- gebt die 

entsprechende Ebene durch den Bezugspunkt, fQr X = lUllt sie' mit der 
Ebene räl = « zusammen, für X = oo mit der Ebene i33 = ß. 
Die Schnittlinie selbst kann durch die Gleichung 

48 [3133]*! = a [»[»»]] + ß [ä[a33(]] + v [ä33] 
dargestellt werden, wo v ein variabler Parameter ist (vgl. 21, § 7). 

Eine zu 31 parallele durch t^ gehende Gerade wird durch 

49 [(r - r,) %] = 

dargestellt Eine Gerade, die durch zwei Punkte r, und r, geht, 
wird durch 

50 [(r-t,) (t-t,)] 
dargestellt, oder ausgerechnet: 

61 [t(r, - r,)] = [t,t,]. 

Sind % und 9 zwei konstante Vektoren und a ein variabler Para- 
meter, so bedeutet die Gleichung 

52 r = a + aSS 

eine Gerade; um a zu eliminieren, multipliziert man beide Seiten von 52 

vektoriell mit 39 und erhält eine Gleichung 

[tS] = [as], 

die von der Form 49 ist. 

Die EugeloberflKche, deren Mittelpunkt in r^ liegt und deren 
Radius R ist, wird durch die Gleichung 

63 (t - r,)' = R* 

dargestellt. Wir suchen die Tangentialebene der Kugel im Punkte r. 

Den laufenden Punlct dieser Ebene bezeichnen wir mit dem Radius- 
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rektor 9t, dum liegt 91 — t in der Ebene, deren Kofmale jni t — r, 
parallel ist; also ist die Gleicbung der Tangentialebene: 

(S-.)(t-t,) = 
oder ausgerechnet: 

54 {9t - tj (r - rj = R*. 

Ist c ein Einheitsvektor, so ist der Betrag von [rc] gleich dem 
Abstand des Punktes i von der durch den Bezugipankt gehenden und 
zu c parallelen Geraden. 

[tc]' = B' 
ist somit die Gleichung eines Kreiszylinders vom Radius H, dessen 
Achse zu c parallel ist und durch den Bezugspunkt geht. Ein Ereis- 
zylinder, dessen Achse zu c parallel ist und durch den Punkt t, geht, 
wird durch die Gleichung 

55 [(t-r,)c]' = Ä' 
dargestellt. 

Zerlegt man die in diesen Gleichungen vorkommenden Vektoren in 
drei Komponenten nach den Koordinatenrichiungen Ox, Oy, Oz, so erhält 
man die wohlbekannten Formeln der analytischen Geometrie; es ist aber 
wichtig, die geometrische Bedeutung solcher Vektorgleichungen ohne Zer- 
l^ung in Eoordinateti zu erkennen. 

Wir wollen jetzt die Anwendung des Radiusvektors in der Statik 
starrer Körper zeigen. Wir denken uns einen starren Körper, auf 
den eine Reihe von Kräften in verschiedenen Punkten einwirkt; eine von 
diesen Kräften möge im Punkt Pg (tg) angreifen ; die Erfahrung lehrt 
uns, daß die Wirkung dieser Kraft H auf den starren Körper unvet^ndert 
bleibt, wenn sich der An- 
^' griffspunkt auf der durch r^ 

gehenden, zu R parallelen 
Geraden 

66 [tÄ]-[tpÄ] 

verschiebt (Fig. 13). Di« 
Wirkung der Kraft Ä ist so- 
mit dieselbe in allen An- 
grifEspunkten , fUr die das 
Vektorprodukt [r^ ft] = 3H 
einen konstanten Wert behält, Dieses Vektorprodukt heiSt bekanntlich 
Drehmoment der Kraft A, bezogen auf den Momenten pankt 0*). 3n ist 




•) C. Kriemler, Technhch« Mechanik, S. ► 
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n«cli L^e und Ümlaufflsina durch das Dreieck OPf,Pt dtrgestellt, der 
Betrag von 3St ist gleich dem doppelten Inhalt dieses Dreiecks, Wirken 
im selben Punkt i eines KSrpers mehrere Kräfte, z. B. Aj und Jt,, so 
hat ihre Summe Ä = Ä, + Ä, auf den Körper dieselbe Wirlning, Wir 
bezeichnen die Momente dieser Kräfte in bezog auf mit 
9W, = [rfl,], aR, = [rÄ,], 3)1 = [rft]; 
dann wird 

57 m^mi + 3»,. 

Das Moment der Summe zweier im gleichen Punkt angreifen- 
der Er&fte ist gleich der Yektorsumme der Momente dieser 
Kräfte. Wenn auf einen Körper eine Anzahl Klüfte A,, A,, ... ft. in 
den Punkten r^, t, . . . t. wirkt, so genOgt es für das Qleichgewicht des 
Körpers nicht, daß die resultierende Kraft 9t = SA gleich NuU wird, 
sondern es muß auch das resultierende Moment 9)1 = £ [tA] gleich Null 
sein. Diese zwei Summen 91 und 3JI bestimmen vollständig die Wirkung 
eines Kt^ftesystems auf den Körper. Die Begründung und den weiteren 
Ausbau dieser Sätze findet der Leser in den Lehrbüchern der Mechanik. 

Aufgabe 28, Drei materielle Punkte P^, P,, P, von gleicher Masse 
seien durch die drei Vektoren x^ r,, r, dargestellt; man finde ihren 
Schwerpunkt. 

Aufgabe 29. Man beweise die Sätze: a) Der Punkt t = sc, t, -|~ ^S t^i 
+ Äji, liegt dann und nur dann in der Ebene der Punkte r,, r„ r,, wenn 
a, -{- °'t + «3 = 1 (ausgenommen der Fall, daß der Bezugspunkt in der 
Ebene von r„ tj, r^ liegt), b) Der Punkt t = «, r, -|- a, r, liegt dann und 
nur dann auf der Geraden der Punkte T^, t,, wenn a, + a, = 1. 

Aufgabe 80. Vier Punkte P„ P„ P„ P« seien durch die Radien- 
vektoren r„ t|, C„ t« dargestellt Wie mUssen diese Punkte li^en, damit 
bei Xnderung der Radtenvektoren durch Verschiebung des Bezugspunktes 
die Vektorprodukte 

fr,i:.] = [t.r.] 
einander gleich bleiben? 

Aufgabe 31. Wie müssen die Punkte P,, P„ Pg, P/, P/, P/, 
deren Radienvektoren tj, r, , t^, t/, r/, r/ sind, liegen, damit die 
Gleichung 

[r,r,]r, = [,^t,']t/ 
bei jedem Bezugspunkt bestehen bleibt - 

•Aufgabe 32. In der Ebene des Dreiecks PiP,P, befindet sich 
ein Punkt 0; die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
DreieckeOP,P„ OP^P,, OP,P^ inhidtsgleich sind, ist die, daß man aas 
den gerichteten Strecken OP^, OP^, OP, ein Dreieck bilden kann. Beweis? 
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Aufgabe 33. In der Ebene eines Dreiecks PjPjPj nimmt man 
einen beliebigen Punkt P. Die Gerade P^P schneidet die Strecke P,Pg 
in einem Punkt P/, die Gerade P^P schneidet P^Pj in P,', die Gerade 
P^P schneidet P^P, io P/. Man zeige, daß 

PP^' PP,' PP,' _ . 
P,P,' "^ P.P/ P^Pt' ~ 
(Der Leser zeichne eine Figur dazu.) Siebe R. Mehmke, Vorlesungen 
über Punkt- und Tektorenrechnung, S. 347. 

* Aufgabe 34. Welche Figur stellt die Gleichung 

I = [ä c] oos «p -f (ä — ( • 9t c) sin <p 
dar? (c» = l). 

* Aufgabe 35. Welche Figur stellt die Gleichung 

dar? (a variabel). 

* Aufgabe 36. Welche Figur stellt die Gleichung 

r = 3t + S cos ß + e cos T 

dar? Zu diskutieren den Fall: ß = -| — Y (ßi T variabel). 

* Aufgabe 37, Man finde die Gleichung eines Kegels, dessen Achse 
durch die Gleichung [r c] = gegeben ist und dessen halber Oänungs- 
winkel gleich arc ^ h ist (c* = 1). 

§ 10, Sprungfläcben*). 
Wir wollen jetzt solche Vektoren untersuchen, die auf beiden Seiten 
einer gegebenen FUiche verschiedene Werte haben. Sie machen an dieser 
Fläche einen Sprung. Betrachtet man zwei benachbarte E&rper, so 
gibt es in Wirklichkeit keine scharf bestimmte Fföche, die man als Grenz- 
fläche dieser Körper bezeichnen kSnnte; der physikalische Zustand: Tem- 
peratur, Dichte, Geschwindigkeit der benachbarten Körper ändert sich 
im allgemeinen stetig, wenn auch ziemlich schroff, an ihrer Grenze, um 
die Berechnung zu erleichtem, idealisiert man den Zustand, indepi man 
eine sprunghafte Änderung der Eigenschaften dieser Körper an einer 
bestimmten Trennfläche annimmt. Wir wählen ein genUgend kleines 
F^cbenstOck, um es als eben betrachten zu können. Auf der positiven 
Seite dieses FlächenstUcks ziehen wir den normalen Einheitsvektor n und 
bezeichnen mit dem Index 2 alle auf der positiven Seite' des Flächen- ' 
Stücks befindlichen Größen, mit dem Index 1 alle auf der negativen Seite 



*) F. Gmde, Znr Tektorenrechnaag, Archiv fOr Mathematik nnd Phyuk 191& 
i.24, Heft 1, S. I-Il. 
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§ 10 Fl&chengradient, Fl&chendiTergent, Fiachenrotor. 31 

befindlichen. Die Normale n weist also von der Seite 1 nach der 
Seite 2 und diese Normale bestimmt einen positiven Uralaufssinn auf 
der Randkorre des FlächenstQcks. Ein Skalar tp wird auf den Seiten I 
und 2 die entsprechenden Werte (p, und <p, haben; ein Vektor % die 
Werte »i und 31,. Die Mittelwerte 

a— 2*^2 
bleiben unverändert, wenn man die Indices 1 und 2 vertauscht. 

Wir fDhren zuerst die Bezeichnung Flächengra dient fOr den 
Vektor 

68 n {ff ~ <pj) = Grad fp (sprich; FjÄchengradient f) 

ein. 

Es sei z. B. n die Normale auf der als positiv gewählten Seite des Kolbens 
eines Damp&ylinders. Der Druck sei p, auf der positiven Seite des Kolbens, 
Pi auf der negativen Seite. Dann ist die auf die Flächeneinheit des Kolbens 
wirkende Kraft gleich; 

— n (Pi — pi) = — Grad p. 

FOr einen an der Fläche unstetigen Vektor St fuhren wir folgende 
Clrfifien ein: 

59 n (V, - HO = Dir X (sprich: Flächendivergenz 30, 

«0 ["(*»- *i)] = Bot « (sprich: FUchenrotor 91). 

In der Vektoranalysis werden wir sehen, dafi diese Ausdrucke als Aus- 
artungen von sehr wichtigen Vektoifunktionen zu betrachten sind. Die 
Flächendivergenz ist ein Skalar, der den Sprung der Normal- 
komponente von % darstellt. Der Flächenrotor von ä[ ist ein 
Vektor, der den Sprung der Tangentialkoraponente bestimmt. 

Als Beispiel betrachten wir den Sprang der elektrischen Feldstärke an der 
Oberääche eines elektrisch geladenen Körpers aus leitendem Material, bei elek- 
trischem Gleichgewicht, n sei die äuBere Normale des Körpers, o- die als 
flächenhaft verteilt angenommene Ladungsdichtc. An der äußeren Oberflächen- 
seite ist die Feldstärke @j proportional der Ladungsdicbte und parallel zu n: 
@] = ha». Im Inneren des Körpers ist die Feldstärke durchweg Null; @, =: 0. 
So ist die Flächendivergenz der Feldstärke 

Div« = n(aSj — e,) = *ff 
proportional der Ladungsdicbte an der beueffenden Stelle. 
* In der Formel 6o kommen nur die zu n senkrechten Komponenten von 

3I| und S(] in Beuacht. Wir können annehmen, daß diese Komponenten Null 
sind, ohne den Flächenrotor zu ändern. Dann köonen wir uns den Flächen- 
rotor in folgender Weise veranschaulichen: zwischen die Handflächen nehmen 
wir etwas Wachs und bewegen die eine Hand parallel zu 3(| mit einer Ge- 
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schwindigkcit proportional lÜ,], die andere parallel zu %^ mit einer Geschwindig- 
keit proportional |ä,|. Nach einiger Zeit bildet sich aus dem Wichs ein Kreis- 
zylinder, dessen Winkelgeschwindigkeit nach Größe und Achse ein dem Flächen- 
rotor [n(9] — Sil)] proportionaler Vektor ist. 

Wir betrachten noch im elektrischen Feld die Treonääche von zwei 
Körpern mit verschiedener Dielektrizitätskonstante, z. fi. Luft und Porzellan. 
Dann erleidet die Feldstärke an einer solchen Trennfläche im allgemeinen einen 
Sprung. Aus der Theorie der Elektrizität weiß man aber, daß der Flächenrotor 
der Feldstärke gleich Null ist, wenn sich der Körper nicht durch ein Magnet- 
feld bewegt. Die Tangentialkomponeate der Feldstärke wird in diesem Falle 
an der Oberfläche stetig sein; die Flächendivergenz der Feldstärke, die den 
Sprung der Normalkomponente darstellt, ist proportional der scheinbaren Ladung 
der Trennfläche, 

Wir wollen jetzt Dir <f% und Rot f% entwicbelti *'). Es wird: 

61 Div9aÄn(?,3t, -T,a,) 

= n {^4^ (31. - a,) + -?^ (T. - f,)} = T Div SÄ + äGrad T, 

62 Rot ? ä = [n (9, 31, - f , Ä,)] 

= ["{"H^ (^» - *•> + -^T^ tl"» - f'>}] = y Bot a - [ä Grad fl 
FUr zwei Vektoren koim mtn noch folgende, fQr die Rechnung bequeme 
Ausdrücke definieren; 
68 a Grad • S = 3tn • (33, - ».) (spricli : ä Gradient, ö), 

64 Grada'S^näl,-», ~na, '33, (spncb: Gradient % S), 

65 Grad (a S) = it • (». », - Ä. »,) (aprich : Gradient, S »). 

Wir sehen, daß fUr die Definition aller dieser Ausdrucke dasselbe Ver- 
fahren zugrunde gelegt worden ist: in dem gegebenen Ausdruck ersetzt 
mau .Grad" durch it und alle, rechts Ton Grad stehenden Grfifien 3i, B . . . 
durch aj, 8t ■ ■ .; alle links von Qrad stehenden GrOßeQ läfit man nU- 
vei^ndert; von dem so erhaltenen Ausdruck subtrahiert man den Aus- 
druck, den man erhält, wenn man a,, 8^ . . . durch %^, 99i . . . ersetzt. 
Dieser Definition entsprechend, kann man auch schreiben: 

66 Grad a = n (ar, - a,) = Div ä, 

67 [Grad a] = [n (», - a,)] = Rot a. 

Einer Schwierigkeit in der Bezeichnung begegnet man, wenn man aus- 
drücken will, dafi in Grad (399) das Zeichen »Grad« auf den Vektor a ohne 
Einfluß bleiben soll, daß also nur der Sprung von fß berücksichtigt werden soll. 

*] F. Emde, Zar Vektorenrechnnng. 
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§ 10 Teilgrradient. 83 

Nach der vorhergehenden allgemeinen Definition für die Ausdrücke mit Grad, 
sollte in diesem Falle der Vektor % nach links von Grad gebracht werden; 
man kann aber das Zeichen Grad nicht ohne weiteres zwischen 9( und 9 setzen, 
denn man erhält in dieser Weise 

SGrad.» oder » . Grad » = 3( Div 9. 
Wir wollen deswegen eine neue Bezeichnung einführen und unter alle, rechts 
von Grad stehenden Größen, auf die das Zeichen Grad ohne Wirkung bleiben 
soll, das hebräische Zeichen t setzen. (Dieses Zeichen heißt »Konieza und 
wird als o ausgesprochen, was an >ohne Wirkung« erinnern kann.) In dieser 
Weise erhalten wir 

68 Grad (38) = n- 9t(», — Sj') 

Mit dieser Bezeichnung können wir auch schreiben 

69 Grad (»ffl) = Grad (äS) + Grad (3J»), 

wovon man sich durch Nachrechnung überzeugen kann. 

Das Bildungsgesetz der Ausdrücke, in denen das Zeichen Grad vorkommt, 
zeigt, daß man bei einiger Vorsicht dieses Zeichen als Vektor behandeln kann, 
nur muß man natürlich zwischen den Vektoren, die links von Grad stehen, und 
solchen, die rechts von Grad stehen, unterscheiden. So kann man z. B. 
schreiben : 

Div [äS3] = Grad [38] = [Grad a]S, 

und der letzte Ausdruck ist gleich 9 Rot Ä — ä Rot SS, so daß: 

70 Div [ÄS] = ä Rot a - H Rot 8. 
Ebenso erhält man: 

71 [KRotS] =[ai[Grada9]] = [S([n(».,-S,)]] = Grad («SS)-« Grad- 8. 

"^Aufgabe 38, Man beweise 

a) Grada-» = äQrad-S + »Diya. 

b) [ä Grad] 33 = a Rot 35. 



c) [Gri>däI]S 


i = Dii[as]. 


Än%»be 39. 


Man entwickle 




Rot [88]. 


Aufgabe 40. 


Han entwickle 




[[Grada]»]. 


•Aufgabe 41. 


Man enlirickle 




[[aarad]»]. 



*) F. Emde hat fOr diesen Ausdruck die Schieibwelse 
(a ■ Gmd - ») = n - « (S, - e,) 
vorgeechlttgen. Loc cit. S. 1. 
SpItlTBin, VBktwnohiiiiBB. 
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34 Vektoieo and komplexe Zahlen. g II 

g 11. Komplexe Darstellung komplansrer Vektoren. 

Wir wollen jetzt eine neue, sehr wichtige Darstellnng für ein 
ebenes Yektorenaystem einfuhren, d.h. für solche Vektoren, die alle 
zu einem bestimmten Einheitsvektor n senkrecht, also zu der Ebene 

nr = 
parallel sind. Die Richtung des Normalenvektors n definiert einen posi- 
tiven Umlaufssinn auf der Ebene. In dieser Ebene wählen wir 
eine feste Richtung c und eine dazu senkrechte, um -f—ö" gedrehte Rich- 
tung i:'=[nc]. Alle komplanaren, zu n senkrechten Vektoren kOnnen 
durch ihre zwei Projektionen auf die Richtungen c und c' vollständig be- 
stimmt werden; z. B. 

70 3l = c-2lc+c'.9Ic'. 
Wir setzen 

und wollen den Vektor 91 durch eine komplexe Zahl 

71 o = o, -J- »o, 

darstellen, wo t = K— 1 ist. Für unsere Zwecke brauchen wir uns gar 
nicht den Kopf darüber zu zerbrechen, welche tiefere Bedeutung man für 
diese Wurzel ersinnen kSnnte; die komplexe Zahl a hat für uns nur die 
Bedeutung, daS ihr reeller Teil a, der Projektion des Vektors auf c, der 
Koeffizient o, von i der Projektion auf t' gleich ist. Der so durch eine 
komplexe Zahl defiiiierte Vektor ändert seine Richtung mit der Wahl 
von c und n. Nur in der zu tl senkrechten Ebene nnd relativ zn c ist 
der Vektor 31 durch die beiden Zahlen a, und a, vollständig bestimmt. 
Wir betrachten jetzt zwei Vektoren 91 und 39, die durch die kom- 
plexen Zahlen 

o = a, -f- iög und ft = 6^ -|- i J, 

dargestellt werden, and fragen uns: Was bedeutet die dgebraische Summe 
dieser Zahlen? Man erhält die Summe zweier komplexen Zahlen, indem 
man die reellen und die im^nären Teile der Summanden fQr sich addiert: 

72 o + J = Ol + i, + »(ög + J,). 

Wir sehen sofort, daß diese Summe den Vektor 9 -f ^ darstellt und er- 
halten somit den Satz: Die algebraische Summe zweier kom- 
plexer Zahlen, die zwei Vektoren darstellen, stellt die Summe 
dieser beiden Vektoren dar. Dasselbe gilt auch fDr die Addition 
mehrerer Vektoren und für die Subtraktion von Vektoren, 

Bezeichnen wir mit r den Betrag des Vektors a = a, -|- ia^ und 
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RipoDentdalfonn. TrigonometriBcbe Form. 



35 



mit f den Winkel, um den man c drehen muß bis zur tTbereinstimmung 
mit der Richtung Ton o, bo hat man (Fig. 14) 

73 r=\/^* 
also: 



cos <p = 



1^57 



Sin (p = - 



74 o= «1 + rOj = r(cos y + i sin f ) = 
die Basis der natürlichen Logarithmen ist. 

Die periodische Funktion c*» ist definitionsweiae gleich: 



Da aber 



I-2-3-4 

so folgt daraus die Eulersche Formel: 
75 e'^ = cos ip + t sin 9 

Der Modul (oder absolute Wert) von e'^ ist 



wo 6 = 2,71828. 




n sind auf e'»" formal anwend- 



Fig. U. 



- [/"cos '<f> + sin 
Alle Regeb der Rechnung mit Exponentialfunktioi 
bar; so ist z. B. 

^9 . e'v = «*<*>+»), (e'»)" = e*"»', usw. 

Diese trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen ist besonders 
bequem fDr solche Rechnungen, in deoen Pro- 
dukte aus komplexen Zahlen gebildet werden. 
Bei der Multiplikation von komplexen Zahlen 
wird der Faktor i bekanntlich als gewöhn- 
liche algebraische Größe bebandelt, nur wird 
im Resultat i* durch — 1, t* durch — i, i* 
durch -|- 1 ersetzt. Bilden wir das Produkt 
der komplexen Zahlen 

w = re'^ = r (cos y -f i sin f) 
und 

£ = pc**' = p(cos ^ + » sin ^), 
so erhalten wir: 
76 r(cos f-\-iaia ip)p(cos ^ + * sin 'J') 

= rp [cos ip cos ^ -j-i (cos f sin (ji + sin (p cos <!») + i* sin f sin <|t] 
= rp [cos (t + «t») + » sin (9 + 4/)'] , 
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36 Komplexe Hultipitkation nnd Difision. § 11 

oder 

WK = re'* ■ pe'»" = rpe'W+v). 

Das Produkt ist eine komplexe ZaU, die wieder eineD Vektor dar- 
stellt, and wir erlialt«n den Satz: Die algebraische Hultiplikation 
einer komplezen Zabl, die einen gegebenen Vektor darstellt, 
mit der komplezen Zahl pe'^, die einen anderen Vektor dar- 
stellt, entspricht einer Drehstreckung des gegebenen Vektors, 
indem er im Verhältnis p :1 gestreckt und um den Winkel i|i 
gedreht wird. Diese Art der Bildung eines neuen Vektors aus zwei 
gegebenen Vektoren wollen wir als die komplex-algebraische Multi- 
plikation, den durch Drehstreckung gebildeten Vektor als das komplex- 
algebraische Produkt der beiden gegebenen Vektoren bezeichnen. Ent- 
sprechend den Eigenschaften der Produkte von komplexen Zahlen bat 
diese Ifultiplikatioii alle Eigenschaften einer algebraischen Multiplikation: 
sie ist distributiv, kommutativ und assoziativ. Das in dem dritten 
Teile des Buches definierte .algebraische Produkt* aus zwei Vektoren hat 
aber mit dem hier definierten komplez-algebraiscben Produkt nichts 
zu tun. 

Als Spezialfälle wollen wir noch besonders hervorheben : Die Multi- 
plikation mit einer reellen, positiven Zahl \ entspricht einer reinen 
Streckung des gegebenen Vektors. (Ist X <:^ 1, so wird der Vektor in 
Wirklichkeit verkürzt, wir bebalten aber die allgemeine Bezeichnung 
.Streckung* fQr die Multiplikation mit jedem positiven X bei.) Ist \ negativ, 
so erfolgt außer der Streckung noch eine Drehung des Vektors um den 
Winkel x (Richtungsumkehr). Eine Multiplikation des gegebenen Vektors 
mit c'*" = cos ^ + » sin ^ entspricht einer reinen Drehung des Vektors 
um den Winkel <|i. Die Multiplikation mit i entspricht einer 

Drehung des Vektors um denWinkel + -g-. 

Die algebraische Division mit einem Vektor z = pe'v kann man 
als eine Multiplikation mit dem inversen Vektor --- auffassen, in- 
dem man unter dem inversen Vektor den Ausdruck 

versteht. Die Inversion des durch z dargestellten Vektors besteht in der 
Bildung eines neuen Vektors, dessen Betrag gleich dem inversen Betrag 
von z ist und dessen Hichtui^ symmetrisch zu 2 in bezug auf die Rich- 
tung des Einheitsvektors c ist. Der inverse Vektor des Einheitsvektors e*^ 
wird durch die konjugierte Zahl e~'^ dargestellt. (Zwei komplexe 
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§ 11 Konjugierte GrOSen. Skalares tind Vektorprodukt. 37 

Ausdrücke beißen bekanntlich konjugierl;, wenn der eine ans dem anderen 
durch Yertauschung von i mit — t entsteht.) Wir erhalten somit durch 
algebraische Division von to=^re'^ mit e^pc*''' einen neuen Vektor, 

78 JL = J:^ = J-e<i^~<.), 

z pe'v p " ' 

der aus u> entsteht durch eine Streckung im Verhältnis I : p und eine 
Drehung um den Winkel — <{>. 

Die erhaltenen Resultate können wir in einem etwas allgemeineren 
Satz zusammenfassen: Das Produkt w«" stellt einen Vektor dar, 
dessen Betrag gleich rp" undder mit c einenWinkel (p-|-m^ 
bildet. Dabei kann »t positiv oder negativ, ganzzablig oder gebrochen 
sein. Dieses folgt unmittelbar ans dem bekannten Moivr eschen Satz fDr 
komplexe Ausdrücke: 

79 (e**)'" = (cos f + » sin (p)" = cos m*f + i sin mf = e'"*. 

Die Richtung eines solchen Produktenvektors hängt von der 
Wahl des Einheitsvektors c ab: dreht sich c in der zu n senk- 
rechten Ebene um einen Winkel a, so dreht sich das Produkt zweier 
Faktoren um 2 a, das Produkt dreier Faktoren um 3 a usw. Wir sehen, 
daß das komplex- algebraische Produkt durchaus verschieden ist von dem 
Skalaren oder vektoriellen Produkt zweier Vektoren. Betrachten wir zwei 
Vektoren % und 9, die durch die komplexen Zahlen 

o = «1 + » »». ö = 6i + * J» 
ausgedruckt sind, und bilden dos skalare und das Vektorprodukt aus 31 
und 33, als Funktion der Zahlen a,, o,, h■^, &,, so erbalten wir, unter 
Berücksichtigung der Definitionsgleichungen 70 und 71 

80 aa3 = Oi6, + Oj6, 

81 [a»] = n((h&,-ß,6,). 

Wir bilden das komplex-a^ebraische Produkt aus a und dem zu b kon- 
jugierten Vektor 6'= J, — »J, und erhalten: 

82 aV = (a, + iot) (6, - »6,) = o,ft, + a,6, + »(a,6, - o,6,). 
Vergleichen wir diesen Ausdruck mit 80 und 81, so sehen wir, daß 318 
dem reellen Teil und [9(39] dem Modul des imaginären Teils des Pro- 
duktes 82 gleich ist. Das skalare Produkt [zweier, durch kom- 
plexe Zahlen ausgedrückter Vektoren ist gleich dem reellen 
Teil des algebraischen Produktes aus einer dieser kom- 
plexen Zahlen, mit dem konjugierten Wert der anderen; 
der Betrag des Vektorproduktes ist gleich dem Betrag des 
imaginären Teiles dieses algebraischen Produktes. 
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38 SchwiogoDgen. § 11 

Die Benutzung splclier Tektoren ist sehr bequem bei der Unter- 
suchung periodischer Vorj^nge, wie mau sie z. B. in der Akustik, Optik, 
Elektrizitfttstebre rorfindet. Jeder periodische Vorgang kann als Summe 
einer endlichen oder unendlich groSen Zahl einfacher Schwingungen von 
der Form 

f{t) = Eo. = § ^. sin (nco( - y.) 

dargestellt werden, wo n alle ganzen Zahlenwerte haben kann (Fouriersche 
Reihe). 

o, = J., sin (u>( — p,) 
heifit dann die Grundschwingung, alle Qbrigen o« heütes zu a, 
harmonische Schwingungen. 

Betrachten wir eine solche Schwingung: 
a = u4 8in (»* — f). 
A ist die Amplitude der Schwingung, »t — f der Phasenwinkel. 
Wenn f um T = — - w&chst, so bleibt a unrerändert, weil sich dabei der 
Phasenwinkel um 2n ändert. T heifit die Periode der Schwingung; 
die Zahl der Schwingungen in der Zeiteinheit, 



heifit die Frequenz der Schwingung. 

Man bildet in folgender Weise eine kinematische Darstellung 
dieser Schwingung. Um einen festen Punkt 
_, *■ *''■ dreht man eine Strecke OP» mit konstanter 

Winkelgeschwindigkeit u in der Ebene zweier 
zueinander senkrechter Vektoren C und t'; die 
positive Drehrichtung sei die von c nach C 
ö (Fig. 15). Der Winkel von OP, mit c sei in 
5 [^ jedem Augenblick » < — f , der Betrag von P, 
■*, '■'J^t/^ ^i gleich A. Dann ist die Projektion Ton 

_^y'_Küft- r ^P« »"f c gleich Opa = j1 sin (» ( — <p). Die 

•^^^^^ Strecke OP, kann nach Gröfie und Richtung 

^. ^ relativ zu c durch die komplexe Zahl 

"^83 a = ^c""*-»" 

dargestellt werden*), so daß a dem imaginären Teil von u gleich ist 

*] F. Emde hat vorgeBchlagen , die komplexe Zahl durch ä, die za 3 koo- 
jagierte Zahl dnrcb U ed beieichnea. In der Analysii ist te nicht üblich, fQr kom- 
plexe Zahlen bwondere Bezeichnangen aDZQwenden. im vorliegenden Fall aber ist et 
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§ 11 Zusammensetzung pbosen verschobener Schwingungen. 39 

Vergleicht man zwei synchrone Schwingungen (Schwingungen 
von gleicher Frequenz) 

a = A sin (»/ — (p), b ~ B sin {att — ^), 
so sagt man, dafi die Schwingungen phasengleicb oder in Phase 
sind, wenn f = ^ ist; das Verhältnis ~-g- ist in diesem Falle konstant 
und gleich dem Verhältnis der Amplituden -g-. Ist ^5*(p, so ist der 
Phssenwiohel otf— <|i der Schwingimg h in jedem Augenblick kleiner 
als der von a. Die Schwingung b ist .jünger' als die Schwingung a, 
der Fhasenwiokel Ott — ^ erreicht mit Verspätung die gleichzeitigen 
Augenblickswerte von tat — f. Deswegen sagt man, dafi die Schwingung b 
verspätet oder nacheilend ist im Vergleich zu a. Die Schwingung a 
ist relativ zu b verfrüht oder voreilend. Dabei ist zu beachten, daß 
\'^ — f\<Cic sein muB, weil eine um n -|- a verspätete Schwingung 
auch als eine um n — « verfrühte aufgefaßt werden kann, wegei^ der 
Periodizität und wegen des sinusförmigen Verlaufs der Schwingungen. 

Die Schwingung b kann auch als imaginärer Teil der komplexen 
Zahl % = Be'f"«-*) aufgefaßt werden. Die Zahl b stellt auch einen mit 
der Winkelgeschwindigkeit u rotierenden Vektor dar. Will man jetzt die 
Summe der Schwingungen a und b bilden, ao erhält man 

a+b = A^iiiat — <p)-\- S aia (»( — ^) 
gleich dem imaginären Teil von 

a + S = c=ce*"-'-''. 
Die Summe von zwei Sinusschwingungen ist wieder eine Sinussehwingung, 
ihr Augenblickswert ist gleich der Projektion auf c' der durch c dargestellten 
Strecke OPt (Fig. 15). OPt ist die Vektorsumme von Pa und PaPi, die 
nach Größe und Richtung durch die komplexen Zahlen a und b dargestellt 
sind. Das ganze Dreieck OPaPb dreht sich mit der konstanten Winkel- 
geschwindigkeit u in seiner Ebene. Hat man es nur mit synchronen Vektoren 
zu tun, so kann man den .Zeitfaktor' c"" in allen komplexen Zahlen 
a, b, c weglassen, das Dreieck OP^Pb wird dann im Räume festgehalten; 
dann haben die durch a = Ae~"'', b = Be~'''', c = cc~'' dargestellten 
Vektoren eine feste Lage. Um den Momentanwert von a, b, e zu erhalten, 
projiziert man die festen Vektoren auf eine Gerade, die mit der Winkel- 
geschwindigkeit — (D, abo im umgekehrten Sinne um den Punkt rotiert. 

uhr beqaem, durch denselben Buohataben a die Schwingang selbst nnd die *ie dar- 
stellende komplexe Zahl beseichneD za kOnnen. 
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40 Schwiagaugadiag^amme. § 11 

In dieser Weise erhält man die Dustelluag von Schwingungen durch ein 
Diagramm. Wir denken uns z. B. eine Drosselspule, deren elektrischer 
Widerstand r, deren Induktivität L ist. An die Klemmen dieser Drossebpule 
legen wir eine Wechselspannung an von der Form 
p = i> sin « (. 

Wir wissen, daß dann in der Spulenwicklung ein Strom fließen wird von der 
Form 

j-= Jsin (at— tf). 
Dabei ist 

Wir können den Strom durch eine komplexe Zahl /= Jc-'v darstellen, ebenso 
die Spannung durch die reelle Zahl p = P. Im Diagramm (Fig. i6) wird die 
Spannung durch die Strecke OP dargestellt, der Strom durch 
Fig. 16. eine phasen verspätete Strecke OX Der Stromvektor entsteht 

aus dem Spann ungsvektor durch eine Drehatrcckung, man 
erhält j, wenn man p durch r -\- iL(o algebraisch dividiert. 
Manche Autoren, besonders manche Elektrotechniker, 
ziehen es vor eine Schwingung a = Asm(o>t — ^) nicht 
durch die kompleie Zahl S = ^4«+*'"' — *>) darzustellen, son- 
dern durch die konjugierte Zahl 

a = Ae-'<-'*'-v'> = .4[cos{öj(— tp) — t sin (<«( — y,)], 

bei dieser Darstellung dreht sich der Diagrammvektor mit 
wachsender Zeit im negativen Sinne, die Zeitlinie dagegen dreht .sich bei 
festgehaltenem Vektor im positiven Sinne. In der Fig. i6 wäre dann der 
Vektor OP relativ zu OJ um den Winkel rf phasen verspät et; eine Multi- 
plikation mit e*v entspricht dann einer Verminderung des Phasenwinkcls 
einer Schwingung. Beide Darstellungen, wenn konsequent durchgeführt, sind 
natürlich gleichberechtigt. Siehe die Diskussion in der Elektrotechnischen Zeit- 
schrift, angeregt vom Ausschuß für Einheiten und Formelgrößen 
(AEF)-). 

Wir haben bis jetzt nur die Schwingungen skalarer QrSBen durch 
ebene Vektoren dargestellt, es kann aber vorkommen, daß der Betrag 
eines Vektors als periodische Funktion der Zeit erscheint. So kSnnen 
wir z. B, den Vektor der magnetischen Induktion 33 betrachten, dessen 
Betrag eine Sinusfunktion der Zeit ist. (Der Vorzeicbenwechsel entspricht 
der Richtungsumkehr des Vektors.) Diesen Betrag können wir, wie jede 
andere skalare örSße, durch einen ebenen Vektor und folglich auch durch 




*) ETZ. 1918, Heft 81 und 82. Veröffentlichungen von Strecker, Görges. 
Big, Wagner, Emde, Richter. 
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§ 12 Komplexe Vektoren. 41 

eine komplexe Zahl darstellen, die L&f^e dieses eb«iien Vektors hat aber 
mit der Richtung von 9 nichts zu schafTen. 

Es kann aber auch vorkommen, daß man eine zweidimensionale 
Schwingung darzustellea hat, indem man z. B. die Bewegung des End- 
punktes eines Radiusvektors 

I = 31 cos o>( 4- 35 sin »t 
untersuchen will, wo 3t und ^ zwei beliebige konstante Vektoren sind. 
Dieser Endpunkt beschreibt im allgemeinen eine Ellipse in der 3(, 16-Ebene 
als Funktion der Zeit. Man kann aber hier den .Zeitfaktor* abspalten, 
indem man schreibt 

t = reeUer Teü von {3[ - »93)e"*'. 
Der komplexe Vektor 

G = 3t-i» 
ist von der Zeit unabhängig. FUr solche Vektoren hat Gibbs die Be- 
zeichnung «Bivektor* vorgeschlagen, ebenso wie er eine komplexe Zahl 
entsprechend einen .Biskalar" nennt; doch wird die Bezeichnung ,Bi- 
vektor* auch fDr das aus zwei Vektoren % und 9 gebildete Parallelo- 
gramm gebraucht, dessen «Ergänzung* das zur Darstellung dieses Parallelo- 
gramms dienende Vektorprodukt [3133] ist. 

Aufgabe 42. Han berechne C und x ^ Funktionen von Ä, B, f, ^, 
wenn die Gleichung gilt: 

"Aufgabe 43. Welchen Vektor stellt die komplexe Zahl l/T dar? 

Aufgabe 44. Warum sieht man oft im Einematographen die Räder 
eines vorwärtslaufenden Wagens sich rückwärts drehen ? 

Aufgabe 45. Zwei komplexe Zahlen a = A^"' und h = Be'<-'"-^> 
stellen die Schwingungen a=: Äsmmt und b = B sm{oit — f) dar. Wie 
groS ist die Frequenz der Schwingung e = ab? Wie groß ist ihre Ampli- 
tude und ihr Mittelwert? 



Kapitel HI. 
B«zeicluiiiiigen tn der Tektorrechnang. 

§ 12. Die in der Literatur vorkommenden Bezeichnungen fUr 

Vektoren und Vektoroperationen. 

Die im Text gewählten Bezeichnungen sind nicht die einzigen, die 

in der Vektorrechnung gebraucht werden. Man begegnet in der Literatur 

auch vielen anderen Bezeichnungen, die wir jetzt kurz angeben wollen. 
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42 Venchiedene Beieichnongen. f 18 

Da ein Vektor keine Zahl ist, sondern eine geometrische CtrSfie, so 
ist es nicht angebracht, die Vektoren durch dieselben Symbole wie die 
Zahlen zu bezeichnen. Man kann auch nicht sagen, daß ein Vektor ein 
Zahlentripel bedeutet, ähnlich wie eine komplexe Zahl ein Zahlenpaar 
bedeutet; denn eine komplexe Zahl ist durch zwei reelle Zahlen voll- 
st&ndig bestimmt, ein Vektor aber kann erst dann durch drei Zahlen 
bestimmt werden, wenn im Räume ein BezugssTstem nach Lage und 
Richtung gewählt worden ist. Ändert sich das Bezugssystem, so ändert 
■ich im allgemeinen das den Vektor darstellende Zahlenbipel, Es sind 
deswegen die in der ,Batte*, 22. Aufl., S. 140—237 gebrauchten Bezeich- 
nungen zu verwerfen. Die Sache wird auch dadurch nicht verbessert, 
dafi fDr das Pluszeichen bei Vektoraddition ein besonderes Zeichen -+* 
eingeführt wird. Den Ausdruck a +» b kann man lesen: „Vektorsumme 
ans zwei Vektoren, deren Beträge gleich a und b sind.* Man sieht so- 
fort, dafi diese Summe nicht geuOgend definiert ist, weil man nicht weiß, 
welche Winkel die Vektoren miteinander bilden. 

Wir wollen also nur solche Bezeichnungen berOcksichtigen, bei denen 
fUr die Vektoren ein besonderes Symbol gebraucht wird. Solcher 
Bezeichnungen gibt es ziemlich viel. Die im Text gebrauchte Bezeich- 
nung von Vektoren durch deutsche Buchstaben findet man z. B. bei 
Oans, Valentiner, Rothe. Abraham, Budde, Föppl, v. Igna- 
towsky gebrauchen fett gedruckte deutsche Buchstaben. Jahnke, 
Burali-Forti und Marcologno, Heaviside, Wilson, Coffin- fett 
gedruckte lateinische Buchstaben. M e h m k e bezeichnet die Vektoren 
auch durch fette lateinische Buchstaben, benutzt aber für gewöhnliche 
Zahlen die deutschen Buchstaben. Hamilton, Tait, Gibbs ge- 
brauchen griechische Buchstaben für die Vektoren. Schließlich bezeich- 
net Heun (Somoff) die Vektoren mit beliebigen, aber Qberstricbenen 
Buchstaben. 

Auch in der Bezeichnung des Betrages eines Vektors herrschen sehr 
verschiedene OebrSuche. Die Projektion eines Vektors % auf eine ge- 
gebene Richtung ex, die wir mit Am bezeichneten, wird von manchen 
Autoren mit 91« bezeichnet. Der Index am Vektorzeichen hat dann eine 
doppelte Bedeutung: erstens gibt er an, auf welche Richtung der Vektor 
projiziert worden ist, zweitens bedeutet die Anfügung eines Richtungs- 
indexes, daß 9Iz nicht mehr ein Vektor, sondern ein Skalar ist. 

FQr die vektorielle Addition und Subtraktion werden fast durchweg 
die gewShntichen Plus- und Minnszeichen gebraucht, weil es Überflüssig 
erscheint, da^r ein neues Zeichen einzuführen. 

Das skalare Produkt zweier Vektoren 31 und 33 wird außer durch 
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die im Text angenommene Schreibweise %!6 such durch (91, 39), S^Sß oder 
auch 31 • %t, 3x8 bezeichnet. 

Das Veirtorprodukt wird auch durch StA®. ^'äS, 91 X » be- 
zeichnet. Heun schreibt für das Vektorprodukt aus ö und b einfach ab; 
das Doppelrektorprodukt aus ä und bc beieichnet er mit a{bc). 

Diese Verschiedenheit in den Bezeichnungen bringt es mit sich, daB 
man öfters gezwungen ist, sich erst die Bezeichnungen eines Autors ein- 
zuQben, ehe man sein Buch mit Erfolg lesen kann. Praktisch bedeutet 
das einen Zeitrerlust, aber didaktisch ist es im Gegenteil sehr nQtzlich, 
verschiedene Vektoroperationen in neuen Bezeichnungen zu Terfolgen, da 
man auf diese Weise in das Wesen der Rechnung unabhängig tod der 
Schreibweise eindringen kann. 

LOsimgen der Aufgaben des ersten Teils. 
Aufgabe 1. Man hat: 

a (91 - an) -I- ß (» - 9i) -f T (6 - iJJ) = 0, 
nach § S, 2 sind also a - SR, 8 - 9t, - $ komplanar. 

Aufgabe 2. Die drei Vektoren sind nach Formel 2, g 3 komplanar, 
weil ihre Summe Kuli ist. Der Leser zeichne das Tetraeder PoP.P«P<. 
Der Vektor — S verbindet Fe als Anfangspunkt mit P^ als Endpunkt. 
Der Vektor — „ — verbindet P,, als Anfangspunkt mit der Mitte von 
P«Pb als Endpunkt. Folglich verbindet der Vektor — g + ■^~- den 
Punkt Pa mit der Mitte von PaP>i das ist also die Mediane des Drei- 
ecks PaPtP,- Qanz analog behandelt man die beiden anderen Vektoren. 
Aufgabe 3. 

at + » + g = 0. 

Aufgabe i. Der Endpunkt von 91 kann nicht parallel zu i ver- 
schoben werden, weil dadurch seine Projektion Ai geändert wflrde, er 
kann aber beliebig senkrecht zu 9 verschoben werden. Dei:EndpuDkt 
von 9 beschreibt also eine zu e senkrechte Ebene, deren Abstand vom 
festen Anfangspunkt gleich j^i| ist. Je nachdem At positiv oder negativ 
ist, liegt diese Ebene in der Kichtung von 6 relativ zu dem festgehaltenen 
Punkt oder auf der entgegengesetzten Seite. 

Wenn die Projektionen von % auf zwei Richtungen gegeben sind, 
so liegt der Endpunkt von 91 in den zwei zu den gegebenen Richtungen 
senkrechten Ebenen, also in deren Schnittlinie. 

Wenn die Projektionen von 91 auf drei nichtkomplanare Richtungen 
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gegeben sind, eo liegt der Endpunkt von 91 im Schnittpunkt dreier zu 
den nichtkomplanaren Richtungen senkrechter Ebenen, deren Abstände 
vom festgehaltenen Anfangspunkt durch die Zahlenwerte der Projektionen 
bestimmt sind. Durch seine Projektionen auf drei nichtkomplanare Rich- 
tungen ist alRO ein Vektor vollständig bestimmt. 

Aufgabe 5. a) Aus Formel 7, g 4 folgt, daß cos (91, 9) = £ 1 
sein muß. 91 muß parallel zu 8 sein. 

b) Es muß bei jedem Wert von a, ß die Beziehung gelten: 
(«i + ßi) (Pi-ai) = 0=aß(i<-j») + (ß'-a')ii, so daß ii=0, 
i> = J> die gesuchten Bedingungen sind. 

Aufgabe 6. a) Der allgemeine Pythi^oräische Satz. 

b) Die Summe der Quadrate der Diagonale^ eines Parallelogramms 
ist gleich der Summe der Quadrate aller vier Seiten des Parallelogramms. 

c) Aus {9t + S) (91 - Ö) = 91» - 39' folgt, daß 31 + S senkrecht 
zu 91 — S wird, wenn 31' = S*. 

Aufgabe 7. Man hat: 

io,* = Ui* + Ci*— 2u,Ci, «),•= II,* + c»* — Su^Cj, 
so daß: 

ii,Ci — u,c, = -2-(u,' — ro,» + c,» — Uj»4-iö,»-c,*) = -2 (cp' + Ci*— c,»). 

Diese Transformation zeigt die Verwandlung der ersten Haup%leichung 11 
in die zweite Hauptgleichung 12 im Lehrbuch von R. Thomann über 
Wasserturbinen. 

Aufgabe 8. a) Durch sbalare Multiplikation mit 91 erhält man: 

ßas-aste-o. 

Es muß also y = ~^S' s^in- Ausnahmefall, wenn 3 und @ beide zu 91 
senkrecht sind, weil dann dieses Verhältnis die Form -^ annimmt. 

b) Durch skalare Multiplikation mit 91 erhält man die Identität: 

S99f9te-e9l-9t» = 0. 

c) Durch skalare Multiplikation mit ä[ erhält man: 

Man sieht es auch ohne Rechnung: — ^i — ^^ ^>^ Projektion von 16 

auf die Richtung von 9(, so daß 33 '^ — die Projektion Null in der 

Richtung von 3C hat. 

Aufgabe 9. Wenn % nicht Null wäre, so mttßte es senkrecht zu 
drei nichtkomplanaren Vektoren sein, was unmöglich ist. 
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Aufgabe 10. Diese Identität folgt aus: 

[88]» = A'B* sin' (a, »), (AB)' = Ä'B' cos* (S, »). 
Aufgabe 11. 

a) [m + m (a - a*)] ^ - 2 [»»], 

b) [(ä - 8) (» - S)] = [»»] + [86] + [6a]. 

Wir betrachten ein Tetraeder P« P. Pt P<, dessen Kanten PoP«, PoP», PoPc 
nach Qr56e und Richtung durch die Vektoren % 8, 6 dargestellt seien. 
(Der Leser zeichne eine Figur dam.) Die Vektoren % 8, S nehmen wir 
in solcher Reihenfolge an, daB die Vektorprodukte 

|[ä8], |[86], |[6ä], 

die nach Inhalt, Lage und ümlauissinQ die Dreiecke Pq Pa Pt, Pg P» P„ 
Pg P. Pa darstellen, mit den tuBeren Normalen des Tetraeders gleich- 
gerichtet werden. Dann sehen wir, daB -^ [(a ~ 8) (6 — 8)] das Drei- 
eck Pa Pc P» darstellt, und, entsprechend der gewählten Reihenfolge von 
a, 8, G ist dieses Vektorprodukt ebenfalls mit der ftufieren Kormale 
gleichgerichtet. Schreiben wir die Identität: 

\ {[m - 8) (ß - »)] + [a8] + [8S] + [ea]) = o, 

so folgt daraus, daS in jedem Tetraeder die Summe der nach auBen ge- 
richteten Vektoren, die seine vier Oberflachendreiecke darstellen, gleich 
Kuli ist. Es ist auch nDtzIich sich zu merken, daB 

|{[9l8] + [»El+[e91]j 

nach GröBe, ümlaufsainn und Lage das Dreieck P. P» P, darstellt. 

Aufgabe 12. Jedes Poljeder kann man durch passende Schnitt- 
ebenen in eine Anzahl Tetraeder zerlegen. Die Summe der Vektoren f'' 
auf den vier Oberflächendreiecken eines Tetraeders ist Kuli (Aufgabe 11). 
Sie bleibt auch Kuli, wenn man die Summen der Vektoren f'' auf den 
Oberflächen aller Tetraeder addiert. Die Vektoren f auf den Schnitt- 
flächen des Polyeders haben sich paarweise auf, weil auf der Trennfläche 
zweier benachbarter Tetraeder die Richtungen der äußeren Normale fQr 
beide Tetraeder entg^engesetzt sind. Es bleibt also nur die Summe Sf 
auf der Oberfläche des Polyeders, die nach dem vorher Gesagten KuIl ist. 

Aufgabe 13. Bildet man ein Tetraeder P« P, Pt P,, wie in Auf- 
gabe 11, so folgt aus [a8] + [86] + [ea] = 0, daß der Inhalt des 
Dreiecks Pg P» Pc gleich Null ist; folglich liegen die drei Punkte 



,y Google 



46 LlSann^en. 

Po, P», P, auf einer Qeraden. Die Vektoren 9(, S« @ sind komplanar, 
und äl — 39 ist parallel zu S — ä). 

Aufgabe 14. Man erhält durch Subtraktion 

[21(33- G)] = [(e-Ö)a>]. 
oder: 

[3l(aS-G}] + [l)(G-S8)] = = [(ai-2)) (»-©)], 

waa auch zu beweisen war. 

Aufgabe 15. Man multipliziere skalar beide Seiten der ersten 
äleichnng mit 39, der zweiten mit 31 und addiere; man erhält: 
%W + 891'= [««]» + [aS8] a = 0. 

Aufgabe 16. Es gelten die drei Qleicliungen : 

[ß'%,] + [e"«,i = [S(a, + 8,)], [«%] + [S"9,] = [s(sc + »,)], 
[saj + [6"»,] = [eia, + aj]. 

Wir multiplizieren die erste mit a„ die zweit« mit 3(„ die dritte mit a, 
und erbalteu: 

E"[8,a,] = (5[»,a,], e"[3j,8i,] = s[9,a,], e"[».a.] = e[s,a,]; 

aber da die drei Vektorprodulite nichtkomplenar sind, so folgt ans Auf- 
gabe d, dafi ^" — Q = 0. Ebenso könnten wir durch Multiplikation der 
gegebenen Qleicbungen mit 8|, %lj, Sj beweisen, dafi C' — S = sein 
muS. Folglich ist 

6 = 5' = E". 
Aufgabe 17. 

a) [a[8e]] = »-ae-s-a8 
[s[sa]]=s-8a-ä-9e 

[E[a8]] = a-S9-9-S8. 
Durch Addition erhält man: 

[a[8e]] + [9 [ES]] + [«[88]] = 0. 

b) [a9] [SS] + [BIS] [äS] + [Sa] [88] 

= 9 {[[a 9] s] + [[8 s] a] + [[e a] 9]} = o. 

Aufgabe 18. 

a) [a9] [6S] = a[9[eS)]]=a{B-9D-E-8E} 

= as-8j)-aE-9e. 
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Dieses Produkt ist proportional dem Eoeinus des Winkels zwischen der 
a, »-Ebene und der 6, 35-Ebene. 

b) [a®] [aS)] = a»-»2)-aa3-a3). 

Aufgabe 19. 

a) [[aÖ][©®]] = 6-[äS]S-S)-[at93je = S-9I[G3)]-a-»[63)]. 

Das ist ein Yektor , der zu der Schnittlinie der 3i, 99-Ebene mit der 
S, ^Ebene parallel ist. Sind diese Ebenen parallel, so rerschwindet 
dieser Vektor. 

b) Den gesuchten Ausdruck kann man auf zweierlei Weise be- 
stiminen: Erstens als Vektorprodukt aus dem Vektor 

[[äa5]6] = 8-ae-ä-öG 

und dem Vektor 13): 

[[[as]e]2)] = [021] - ae - [asD] • »©. 

Zweitens als Doppelvektorprodukt aus den Vektoren [aS], @ und S): 

[[[as]G]2)] = e. [a»]33 - [as] - e23. 

Dafi diese zwei Ausdrucke identisch sind, folgt aus der leicht zu kon- 
trollierenden Identität iw« za^^.// 

as® • G = [aö] • De + [»©] • sa + [®ä] • »s. 

Aufgabe 20. 

a) Der gesuchte Vektor ist: 

[n [a n]] - n ■ a n = a - 2 n • a n, 

weil die Tangentialkomponente des Vektors bei der Spiegelung unrer- 
ändert bleibt, die Normalkomponente aber ihre Richtung umkehrt. 

b) Der gesuchte Vektor ist: 

n-an- [n[an]] = 2n-an-a. 
Aufgabe 21. 
Wir bilden das Doppel Vektorprodukt: 

[»'«] = [[aSS]a] = 33- a» - 9-SJa = SJ • MS9 - aS9, 
woraus : 

* = w{'"9 + [»'«)• 
Aufgabe 22. a) Die Achsen Ox, Oy, Oe seien parallel zu den Ein- 
heitsvektoren m, n, p; dann wird: 
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%^ = iA,m + A,n + Mp) (B^ m + B» ii + -B. p) 

= A^B,-i-A,B,-i-A,B.-\-mniA^B,+ A,Br) 

+ np (^ B. + B, A.) + pm (^, B, + A^ B.). 

[aS] = [(X,m + ^ n + ^ p) (B,m + B, n + B, p)] 

= [mn](^B„- A B.) + [np]{A B, - A B^) + [pm] (^ B,-^B.) 

= innp{m'(^B, -AsB,) + n'(X, B, - A,B,) + (p'^B, -^B,)}, 

™« ™/ — ["P] „/ — Ip*"! ^ _ [w"] 

uinp innp "^ innp 

di« zu m, n, p reziproken Vektoren sind (rgl. S. 16). 

Das skalare Produkt aus 9t und S9 läßt sieb besonders ein&ch dar- 
stellen, wenn man den einen Vektor uscb seinen Komponenten parallel 
zu tn, n, p und den anderen nach seinen Komponenten parallel zu m', n', v' 
darstellt, etwa 

» = B,- m' + B,- n' + B,- p'; 
dann wird 

aa = {^m+^n+^p)(B^ni'+B^n'+B^p') = X.By+A-B^+^B^. 
Wenn m, n, p zueinander rechtwinklig sind, so werden sie ihren rezi- 
proken Vektoren gleich, und man erhält die Formel 28, 
b) Man berechnet aus 

^ = A,m-i-A,n-i-A^p 
den Betr^ 

A' = A,* -^ Ag' + A,* + 2mnA^A,-\- 2npA,M + 2fmA A^. 
Wenn aber SI durch seine Projektionen auf m, n, p gegeben ist, z. B. 

ma = ot, n9[ = P, pä = f, 
so wird nach Formel 18 a 

ä = am' + Pn' + 7p' 
und 

A' = a»m'» + ß*n'» + r*p" + 2m'n'ap + 2n'p'ßT + Sp'ni'T« 

= -(;rii)^{«'[np]' + ß*[pm]» + T»[mn]» + 2[np][pm]«ß 
+ 2[pm][mnlßT + 2[mn][np]T«}. 

Aufgabe 23. Die Projektionen von % 8, S auf rechtwinklige Ko- 
ordinatenachsen seien Ai, A,, A,; B^, Bp, B,; (7«, Cy, C,. Dann wird 

i i ( 

Ä, A, A. 

|b,b.|Ib.b.| \b,b,\ 
\c,c,\\c,c.\\c,c,\ 



[*[»<£]] = 
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Aufgabe 24. Betrachten wir die zwei Vektoren 

a( = im + j» + Ij' und « = im' +!«' + (/, 
so bedeutet die zu beweisende Identität nicbts anderes als 

Aufgabe 25. Wir setzen: 
Die zu beweisende Identität kann dann in Vektorform geschiieben werden: 

[9ti a,] i% a j = a, a^ • «, a^ - a, a^ • a, a, 

<Tgl. die Aufgabe 18). 

Aufgabe 26. Um i' zu finden, multiplizieren wir beide Seiten der 
ersten Gleichung 35 mit a„ beide Seiten der zweiten mit ß,, beide Seiten 
der dritten mit Yi und addieren diese drei Gleichungen. Dann erhalten 
wir wegen der Nebenbedingungen 36, 87: 

gftnz analog erhillt man: 

f = »,i + P.i + T.I. 
Wir sehen, daß die Koeffizienten a„ ot,, a,, die ^her in einer 
Kolonne untereinander standen, jetzt in einer Zeile nebeneinander stehen. 
Da i^ i^ f drei zueinander rechtwinklige Einheitsrektoren sind, so mtlBsen 
zwischen den Koeffizienten a„ a, . . . fs die sechs Beziehungen bestehen: 
«,' + Pi* + T," =1, a,=4 + ß,ß, + T,T. = 
«,' + P.' + T,' = 1, «I«, + ß. ß, + TtT, = 
«.* + P,* + y,' = 1, «» «i + ß, ßi + T,Ti = 0. 
Diese Beziehui^en eind mit 36 und 37 äquivalent. 
Aufgabe 27. 

Vei^leicht mau diese Determinante mit 38, ao sieht man, daß 
i) = i [j f] ist. Da i, j, ( ein Rechtssjstem bilden, 8oisti> = i[{f} = l; 
in einem Linkesjstem wäre i) = — 1. 

Ebenso wird fQr drei Vektoren a, 8, S 

nach Aufgabe 23 

[aS] = [mn] iÄ. By-A, B,) + [np] (A^B.-A, A) 

Splslicln, VektoTTgohnang. i 
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und 

c c; c, 

Aufgabe 28. Laut Formel 40 ist der Radinsrektor des Scbwer- 
ponktes 

^ = -r('^' + '» + '»^- 

Aufgabe 29. 

a) Die Bedingung ist notwendig: Wir haben gesehen, dafi dw 
Radinsvektor einer dorcb die drei Punkte i^, i^, r, gehenden Ebene die 
Formel 46 

t{lr,r,] + [r,tj + [i,r.3) = r.[t,t.] 

befriedigen mu6; setzen wir in diese Formel den Wert 

r = aii, + a,r, + a,t, 
ein, so erhalten wir nach Ausrechnung: 

(«1 + «1 + «.) Xi ix, r J = c, [r, rj, 
also: 

«i + «j + <S = l- 
Auegenommen ist der Fall, daß t,[t,ij = 0. Dann befindet sich der 
Bezugspunkt in der Ebene der Punkte t„ ij, T, und die Bedingung ist 
nicht mehr notwendig. 

Die Bedingung ist aneh hinreichend: Wenn sie erfOllt ist, kann man 
schreiben: 

(*i -h «t + «»)t = t = «iti + «1^1 + «.r, 
oder 

a,(t, - t) + .,(1, - I) + .,(.. - t) = 0, 

und nach 2 g 8 sind dann die Vektoren r — i„ r — ifi r — i( komplanar; 
also liegt der Punkt r in der durch 'die Punkte ti, T^, r^ gehenden Ebene. 

b) Die Bedingung ist notwendig: Setzen wir den Wert von 

t=:«,r, + <x,r, 
in die Gleichung 51 

[t(t,-l,)] = [t,r,] 
ein, so erhalten wir 

[('i t, + ». '.) (r, - t,)] = («, + «,) [r, r J = [r. rj, 
oder 

«1 + «t = 1- 
Ausgenommen ist der Fall [tirj ^ 0: duin liegt der Bezugspunkt auf der 
Geraden der Punkte t, und r, und die Bedingut^f ist nicht mehr notwendig. 
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In derselben Weise, wie bei a), beweist man, dafi die Bedingung 
binreicbeDd ist. 

Aufgabe 30. Bei einer beliebigen VerscbiebuDg 31 des Bezugs- 
punktes transfonoieren sich alle Badienrektoren xi in r< — 3t. Es muß 
also bei jedem S die Oleichiing: 

[(t, - a) Ci - 31)] = [(r, - so (r. - a)] 

oder 

[t,t,] + [«(t, - c,)] = [r,t.] + [a(t, - r,)] 
besteben. Daraus folgt die Beziehung: Ci — r^ = r^ — r«. Die Strecken 
Pi P, und Pf P^ mQssen nach Länge und Richtung gleich sein. AuSerdem 
folgt aus [tit,] = [r,rj, daß die Dreiecke OF^P, und OP^P, inhalts- 
gleicb nnd komplanar sind, so daß die vier Punkte Pj, P,, P^, P^ auf 
derselben Oeradeo liegen mOssen. 

Aufgabe 31. Es muß bei jeder Verschiebung % des Bezugspunktes 
die Qleichung bestehen: 

(r, - a)[(t, - ä)(t, - ä)] = (r,' - ao[(t,' - a)(t.' - aj] 

oder, ausgerechnet: 

t, ['. t.] - a {[t, t,] + [t, tj + [c. t J) 

= r,'[r.'r.T - a{[r,'t.T + [t/r,] + [I.'r,^}, 
also: 

[c.r.] + [r.rj + [r.r,] = [t/r.l + [r.'r,T + [r/r,1. 

Daraus folgt (Aufgabe IIb), daß die Dreiecke P^P^Pt und P/P,'P/ 
nach Inhalt, Lage und Ilmlaufssinn gleich sein mttssen. Da aber außer- 
dem t, [C|tj] = r,'[r,'tj'] ist, so müssen die zwei Dreiecke P,P,Pj und 
P^'P/P/ in derselben Ebene liegen. Solche Vektoren und Flächenstucke, 
die nicht nur nach Größe and Richtung, sondern ancb nach Lage, in 
einer bestimmten Ebene, oder auf einer bestimmten Geraden, sich unter- 
scheiden, sind Gegenstand der Punktrechnung*). 

Aufgabe 32. Wir nehmen den Punkt als Bezugspunkt der Radien- 
Tektoren r„ t„ r^, die zu den Punkten P„ P„ P, fOhren. Sind die 
Dreiecke OP^P^, OP,Pt, OP,P^ inbaltsgleich , so hat man die zwn 
Gleichungen: 

[t,t,] = [t,tj = [t.rj. 

(Der Leser zeichne eine Figur dazu.) Diese Gleichungen kann man auch 

in der Form 

[t,(t. + t,)] = 0, [t,(t,+r,)] = 

*) Siehe R. Uehmke, Vorlesnn^n Ober Punkt- Dnd Vektorenrechnung, 1918. 
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schreiben, oder: 

r. = Hh + rj, r, = (i(r, + r,), 
wo X und |i zwei noch zu bestimmende Skklare sind. Aus den beiden 
letzten Oleichungen hfthen wir: 

t, = >■{',+ M', + ',)] = ^(1 + rtr, + ^H-t.. 
Bo daS 

X = -l, II = -1, 
oder 

ti + r, + c, = 0. 
Diese Bedingung besagt »her (Aufgabe 3), daS man aus 0F„ OP,, OP, 
ein Dreieck bilden kann. 

Wir haben bewiesen, dsfi diese Bedingung notwendig ist; um zu 
beweisen, daß sie auch hinreichend ist, schreiben wir sie in der Form 

El = - r. - r, 
and multiplizieren beide Seiten sbalar einmal mit t, and das andere Mal 
mit — tg. 3o erhalten wir die Oleichtmgen 

[riCi] = [rjr,] = [r»r,3, 
die zu beweisen waren. 

Aufgabe 33. Wir bezeichnen alle Punkte P, P,, P,' . . . durch die 
Badienrektoren mit den entsprechenden Indizes: l, r„ c/ . . . Jeden in 
der Ebene von P„ P„ P, liegenden Punkt P können wir durch den 
Radiusvektor 

r — OiT, + <i,r, + a,t, 
darstellen, wo fti -f~ "i + <>« = 1 (^Sl- Aufgabe 29). Wir betrachten jetzt 
einen. Punkt, dargestellt durch den Radiusvektor 
„ «.t. + «.r. T-«.v.- 
^ -, + <4 l-o, • 

Dieser Punkt liegt auf der Verbindungsgerade von Pj und P, und auf 
der YerbinduDg^erade von P und Pj, so daB dieser Punkt mit P/ zu- 
BanunenfUlt: 

Daraus folgt: 

tj' ~ r = aj(r/ — t,) oder p p, = «,. 

Ganz analog bestimmen wir [,' und t/ und erhalten: 

PP,' , PP.' , PP,' 

pp/ + 'p~pT I "p^p^ = «» + *i + «i = 1. 

Aufgabe 34. Die Qleichung kann geschrieben werden: 
r= [Kc] cos f + [c[ac]] sin «p. 
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AUe Punkte der gesuchteD Surre liegen in einer durcli den Bezugspunkt 
gehenden und zu c senkrechten Ebene. 
Wir bilden 

t» = [äc]» cos» f + [c[2[c]]* sin» f = [äc]' (cos' f + sin* f) 
und sehen, daS die Kurre ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt im Bezugs- 
punkt liegt und dessen Radius gleich | [Sic] I ist. Es ist nützlich, sich 
die Identität [Sic]» = [c[3(c]]*, (c»=l) zu merken. 

Aufgabe 35. Die Kurve ist eine Parabel in der zu X und 9 par- 
allelen Ebene. Sie geht durch den Bezugspunkt. Das ist die Trajektorie 
eines Punktes unter der Einwirkung einer konstanten Beschleunigung 2 IB, 
wenn seine Anfangsgeschwindigkeit 31 ist. 31 ist parallel zur Tangente 
im Bezugspunkt, 9 ist parallel zur Parabelachse. 

Aufgabe 36. Die Gleichung stellt alle inneren Punkte eines Parellelo- 
gramms dar, dessen Eckpunkte durch die Radienvektoren 

t, = 3I + » + e, r, = 34-8-©, r3 = 9t-35-6, r^ = 91-35 + 6 

gegeben sind. Wenn ß = "ö T ist| so stellt die Gleichung eine diesem 

Farallel(^amm eingeschriebene Ellipse dar, deren Gleichung in schief- 
winkL'gen zu fÖ und S parallelen Koordinaten 



ist. Der Eoordinatenanfangspunkt befindet sich im Punkte r = ^. 

Aufgabe 37. Wenn der Scheitelpunkt des Kegeb im Bezugspunkt 
li^i^ so ist die Gleichung des Kegels: 

(tc)" = i'[c(tc]]' = i'[tc]' 
oder, wegen 

(rc)*4- [rc]* = r*c* = t', 

r' = (i'+l)[ic]'. 

Wenn der Scheitelpunkt durch den liAdiuBTektor In =: X c gegeben ist, so 

erhilt man die Gleichung des Kegels, indem man i durch c — tg ersetzt, 

Aufgabe 38. 

a) Srad a-» = n!(^-9, -n», •», = ä Gr»d • S + S ■ Grad % 
= a Grad • 9 + 8 DiT a, 

b) [a Grad] 8 = a [Grad 9] = 8 Rot 9, 

c) [Grad a] 8 = Grad [S 8] = Div [a 8]. 
Aufgabe 39. 

Rot [aS] = [Grad [aS]] = Grad 8 • a - Grad » • 8 
= 8 Grad ■ a + a Div 8 - ä Grad • 8 - 8 Diy a (vgl. Aufgabe 38b). 
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5<t LOmngen. 

Aufgabe 40. 

[[Grad a]»] = (Grad »)a - Grad (Ä»). 
Aufgabe 41. 

[fa Grad]»] = Grad (31 33) - 3 Div ». 
Aufgabe 42. Aus der DefinitioDsgleichoDg fQr f7e'' erhält man 
C coB x = A IMS f + S cos ^, C sin X = -4 Bin f + B sin t; 
folglich 

C» = (Acos(p + BcoB4')* + (^8m(p+B8in4)»=j4*+-B'4-2^Bco8(4.-T) 
und 

J Bin y + fl «in 4. 

Aufgabe 43. Es ist 

V/r=V^=e'T = -^. oder i=V^^^^^= e ^""'^^ = - -L±l. 

|/^f stellt also einen Vektor dar, der entweder einen Winbel -f-j oder 
einen Winkel 7- mit ^^^ reellen Achse bildet. 

Aufgabe 44. T sei das Zeitinterrall, das rerfließt, wenn zwei benach- 
barte Speichen des Rades nacheinander dieselbe Lage im Räume einnehmen. 
Folgen die kinematographischen Aufnahmen in Zeitabständen h aufein- 
ander, die ein ganzes Vielfaches von T sind, h = kT, so erscheint das 
Bad unbew^Uch. Ist h = kT+ ol und | <x |<| 2*, so scheint das Rad sich 
Torwarts oder rQckwärts zu drehen, je nachdem a positiv oder negativ ist 

Aufgabe 45. Es ist 

c=.4B3in ©(sin (»f — f) = — ^ [cos ip — cos (2»( — y)]; 
folglich ist der Mittelwert = — 0— cos y, die Frequenz = -^ — . Die Ampli- . 
tade = — ^< Man erhält den Mittelwert von c als reellen Teil des 

algebraischen Produktes ans a und dem zu b konjugierten Ausdruck 
i = 5c-'t«'-»'). Vgl Formel 82. 
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Zweiter Teil. 

Yektoranalysis. 



Kapitel 1. 
FmiktioBen skilarer Tei^nderllehen. 

§ IS. Differentiation nach einer skalaren Yerinderliclien. 
Wir betrachten einen Vektor, der sich nach Betrag und Richtut^ als 
Funktion einer skalaren OrSße t ändert, und bezeichnen diesen Vektor 
mit 9( (t). Ändert sich das Argument um h, so erleidet der Vektor eine 
Änderung (Fig. 17) 

3l(*+Ä)-2t(0, Kg. 17. 

deren Betrag mit h verschwindet, wenn der Vektor eine stetige ^ y^ 
Funktion von t ist. Dann können wir die Ableitung von 3 
nach t definieren als 



84 



- = lim - 



Das ist ein Vektor, der im allgemeinen wiederum eine Funktion 
von t ist. Die Projektion Ton -jj- auf eine feste Richtung c 
ist gleich der Ableitung der Projektion von 9t auf diese Rich- 
tung. Zerlegt man also 3( in seine Komponenten nach den 
konstanten Richtungen der Gnindvektoren, 

9I = i^ + j^,-|-M„ 



80 wird 
85 
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-3r = '-3r + >-3r + '-_. 

Hat man mehrere Vektoren zu differenzieren, so folgt aus denselben Über- 
legungen, wie bei der Differentiation Ton skalaren Größen 
d(g + ») _ 
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dt 
dfM«) . 



dt 



dt < 



, dH 



— 3i — i^-iri + vir' 



daiS 



dt 



dt 



'-JT' 
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56 Tayloruihe Reihen fflr Vektoren. | IS 

Wenn t eine Funktion einer anderen skalaren Größe x ist, so wird 
(^ da _ d« d* 

Aucli den Vektor ~^i~t <lcr j^ ^üi^ Funktion ron t ist, kann moD 
nacli t differenzieren und erhält: 

^^ dV ^dt\dt )• 

So kann man auch die Tajlorsche Entwicklung auf Vektoren an- 
wenden. Wenn fllr den Wert x des Ai^ments der Wert von Ä uniJ 
seinen Ableitungen gegeben ist, so kann man den Wert von 3(ir-f~A) 
durch die Reihe darstellen: 

WO c ein Vektor ist, dessen Betr^ mit h verschwindet. Der Beweis kann 
in ähnlicher Weise wie fOr die Taylorsche Entwicklung einer skalaren 
Funktion geführt werden. 

Alles Über Differentialquotienten der Vektoren Gesagte gilt natürlich 
auch für ihre Differentiale. So ist 

93 d(2I + a) = (Iä + d», 

94 d(aa3) = ad» + 9d3( usw. 

Dabei versteht man, wie gewöhnlich, unter dem Differential einer Funktion 
ihre Ableitung, multipliziert mit dem Differential des Ai^ments. Bei 
unendlich kleiner Änderung des Arguments stellt das Differential den 
entsprechenden Zuwachs des Vektors dar. 

Hat der Vektor eine konstante Richtung, z. B. 

wo c = const., so ist seine Ableitung ihm parallel: 
d« _ dÄ 
dt ~ ^ dt ■ 
Hat der Vektor einen konstanten Betrag und variable Richtung, 
wie z. B. ein Einheitsvektor St^, so wird, da Sf«* = 1 ist: 

95 d{%*) = = %d%, + (.ä%)%, = 2%d%. 

Die Änderung eines Einheitsvektors ist also stets senkrecht 
zu ihm. Das ist auch geometrisch einleuchtend , denn bei fest- 
gehaltenem Anfangspunkt beschreibt der Endpunkt von Stg eine sphärische 
Kurve auf der Oberääche einer Kugel mit dem Radius Eins, d^a ^eist 



oyGOOQl 



§ 14 Vektor als Prodakt diffetenüert. Tangente einer Kaumkarve. 57 

nach der Richtnng der Tangente dieser Surre und ist also zum Radius 
3g senkreclit. Schreibt man fDr einen beliebigen Vektor 

so wird 

• Aufgabe 46. Ist 1 ä -jrl = 0, so hat 31 eine konstante Richtung. 
Beweis ? 

Aufgabe 47. Ist ät {x^) senkrecht zu S und S (x^) senkrecht zu S9, 
80 gibt es sicher einen Wert a;*! iCi ^ a^ ^ Xf, fOr den — ji — senkrecht 
zu SS ist. Beweis? 

* Aufgabe 48. Man beweise, daß fOr jeden Vektor S: 

Aufgabe 49. Wenn -^ (ä( + 9) = ist und wenn St eine kon- 
stante Richtung hat, so ist [ä»]» = const. x 3». 

§ 14. Geometrische und kinematische Anwendungen. 

Wir betrachten einen Radiusvektor, der eine stetige Funktion einer 
skalaren Veränderlichen / ist. Bei Änderung von t beschreibt der End- 
punkt des Radiusvektors eine Kurve. Aber auch umgekehrt: zieht man 
von einem Bezi^punkt aus den Radiusvektor zu jedem Punkte einer 
beliebigen Kurve im Räume, so kann man den Radiusvektor der 
Enrvenpunkte als Funktion eines skalaren Para- 
meters ausdrücken. Wählt man auf der Kurve ''^' ^^• 
einen Punkt P^ und mißt von diesem Punkt aus 
die Bogenlänge s in einem bestimmten Sinne auf 
der Kurve, so kann man den Radiusvektor als 
Funktion der Bogenlänge ausdrucken: t{s). 

Das Differential 

dt = t(s + ds)-t{s) 
ist ein Vektor, dessen Betrag ds ist und dessen 
Richtung mit der Tangente in P im Sinne wach- 
sender s übereinstimmt (Fig. 18). Diese Richtung geben wir durch den 
Einheitsvektor t an und erhalten 
97 dz=tds oder -fj = t. 

Der Differentialquotient des Radiusvektors nach der Bogen- 
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Haaptoomiale. Erdmmnng. 



§« 



länge einer Kurve ist gleich dem TangenteneinlieitgTektor im 
Sinne der wachsenden Bogenlänge. 

Der Einheitsvektor t ist aber auch selbst eine Funktion der Bogen- 
länge s; {Qr einen benachbartes Punkt, zu dem die Bogenlänge s + ds' 
gehört, erhält der Tangenteneinbeitsvektor den Wert 



t + dt = t + - 



-ds. 



Der Betrag dieses Vektors, 



yt'+dt* = i/i + dt'= 1 + -^ (dt)' + . . . 

unterscheidet sich von Eins nur um unendhch kleine Grdfien hSherer 
Ordnung. Der Vektor -gr ist senkrecht zu der Tangente t und liegt in 
der zu den benachbarten Tangenten t und t + dt parallelen Ebene, die 
eine Schmiegungsebene der Kurve 
heiSt. Die Richtung von -g- wird 
die Hauptnormalenrichtung ge- 
nannt. Der Betrag von -j- ist gleich 
dem Verl^tnis des KontigenzwinkeU e 
zwischen den beiden benachbarten 
Tangenten zu dem von diesen Tangenten 
herausgeschnittenen Bogenelement ds 
(Fig. 19). Dieses Verhältnis wird 
als die KrUmmung Jt der Kurve 
definiert : 




' da 



= A = - 



1 



Der reziproke Wert der Krümmung, -J^ = ~t' heißt der Krümmungs- 
radius der Kurve. Bezeichnen wir die Hauptnormalenrichtung durch den 
Einheitsvektor n, so erhalten wir: 



d*t 



= ^ = &E = ill. k = 



. <** 



dt 



n weist immer nach der konkaven Seite der Kurve, -j- kann nur dann 
Null sein, wenn t längs der Kurve konstant ist, d. h. wenn die Kurve 
eine Oerade ist. In diesem Falle wird diu Richtung der Hauptnormale 
unbestimmt, weil man jede zu t senkrechte Richtung als Hauptnormalen- 
richtung annehmen könnte. 
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% 14 Binormale. Normalebene. Polargerade. Krdmmniigsstrecke. 59 

Bei jeder Kurra bestimmen die Vektoren n und t die Schmiegungs- 
ebene der Surre. Die Normale zur Schmiefpingsebene beiflt die Binor- 
mftle der Kurve und wird mit b bezeichnet. Wir können also setzen: 
99 b = [tn]. 

Dans bilden die Einheitsvektoren t, n, i ein rechtwinkliges Bechts- 
system, so daß fOr jeden Punkt der Kurve 

tn6 = l 
wird. Die Vektoren ti und h liegen beide in der zu t senkrechten Nor- 
malebene der Kurve. 

Alle in der Nonnalebene liegenden Vektoren nnd senkrecht zu der Tan- 
gente der Kurve und heifien deswegen Normalen der Kurve. Betrachtet man 
zwei benachbarte Normalebenen, so ist ihre Schnittlinie zur Binormale & parallel : 
Denn die Gleichung der Normalebcae durch den Punkt P (den Endpunkt des 
Radiusvektors t) ist 

(S — t)t = 0, 

wo 91 der Radiusvektor des laufenden Punktes auf der Ebene ist. (Der Betrag 
dieses Vektors ist nicht mit dem Kräroroungsradius S zu verwechseln.) Der 
Radiusvektor des benachbarten Punktes der Kurve ist 

die Tangente in diesem Punkte ist 

t+-5fd8 = t + *nrfs, 
woraus die Gleichung der Normalebene durch diesen Punkt folgt: 

(S — t — tds){t + knds) = 0. 
Die Schnittlinie dieser beiden Ebenen wird, unter Vernachlässigung unendlich 
kleiner Größen höherer Ordnung: 

S = t + X" + '^t*"] = r + An + ;i[tn], 
mit einem variablen Parameter X (vgl. S. 27). Diese Schnittlinie heißt die 
Polare oder Polargerade der Kurve. Setzt man A := 0, so erhält man den 
Schnittpunkt K der Polargeraden mit der Schmiegungsebene der Kurve : 

SR = t + Ä« (Fig- 19)- 
Der Punkt K heiSt der Krümmungsmittelpunkt der Kurve. 

M — r = Än 
ist die Krümmungsstrecke PiT, deren Länge gleich dem Krümmungsradius 
ist und deren Richtung mit der Hauptnormalenrichtung zusammenfällt. 

Bei ebenen Kurven ist b konstant, weil dann die Schmiegungsebene 
mit der Kurvenebene zusammenfällt Bei einer Raumkurve ändert sich 



,y Google 



QQ Windung. Frenetache Fonneln. § 14 

die Bichtung der Binormsle von Punkt zu Punkt. Differenzieren wir 
das konstante skalare Produkt tb = nach 9, so wird 

weil !6-T- = ibn = 0. Der Vektor -^ ist also senkrecht zu t; da er 
aber auch senkrecht zu 6 ist, so wird er parallel zu n; beim Fortschritt 
längs der Kurve dreht sich die Binormale um die Tangente. Es sei i) 
der Winkel zwischen zwei benachbarten Binonnalen ; 

bei positiver Drehrichtung ist -^ zu n entgegen- 
gericbtet (Fig. 20), so daß 

db__ ii_ 

da ~ dÄ "• 
Wir wollen sagen, dafi die Kurre eine poskiv» 
Windung hat, wenn sich die Normale, beim 
Vorwärtsschreiten auf der Kurve im Sinne der 
wachsenden s, im positiven Sinne um die Tan- 
gente dreht, also in der Richtung von n nach b. Wir definieren also die 
Windung X als das Verhältnis des Winkels i] zu der Bogenlänge ds. 



a% 



und erhalten 

,00 ^ = _.. = _^.. 

Der reziproke Wert T der Windung heißt der Windungsradius der 
Kurve. £3 sei noch bemerkt, daß diese Definition der Windung unab- 
hängig ist von dem gewählten positiven Fortschreitungssinn auf der 
Kurve: kehrt man die Richtung von t um, so muß man auch die Rich- 
tung von b umkehren, weil die Richtung von n durch die Konkavität 
der Kurve bestimmt ist und die drei Vektoren t, n, b ein Rechtssjstem 
bilden müssen. Die positive Drehrichtung in der n,b*Ebene kehrt sich 
zusammen mit dem Tangentenvektor um, so daß die Formel 100 bestehen 
bleibt unabhängig von der Wahl des positiven Sinnes auf der Kurve. 
Nach den getroffenen Festsetzungen wird also eine gewöhnliche, rechts- 
gängige Schraubenlinie eine positive Windung haben. 

Aus n = [b t] erhalten wir durch Differentiation nach 5 : 
»»» lr=[f|j] + [|j'] = *[6n]-«[nl] = -fct + .6. 
Diese und die Formeln 98, 100 und 101 sind als Frenetsche Formeln 
bekannt. Die ErDmmung k ist immer positiv, die Windung x kuin da- 
gegen positiv oder negativ sein. 
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§ 14 Das begleitende Dreikant. Ql 

Setzen wir 

b = xt + *6, 
3o könnea wir die drei Frenetschen Formeln in der einfachen Form schreiben: 

101. -|f = ["l 4r = ['>* 4f = !>']• 

Diese Formeln kann man in folgender Webe geometrisch deuten: Ein starrer 
Körper möge sich um eine zu t) parallele und durch den Bezugspunkt gehende 
Achse drehen. Die Winkelgeschwindigkeit sei gleich dem Betrag von b. Dann 
wird die lineare Geschwindigkeit eines jeden Punktes P, dessen Radiusvektor 
T ist, nach Größe und Richtung gleich 

B = [bt], 
denn diese Geschwindigkeit ist senkrecht zu b und zu r, und ihr Betrag ist 
gleich dem Abstand des Punktes P von der Drehachse mal dem Betrag der 
Winkelgeschwindigkeit, das ist aber nichts anderes, als der Inhalt des Parallelo- 
gramms aus den Vektoren b und t. Bewegt sich die Ecke des aus t, n, b 
gebildeten Dreikants auf der gegebenen Kurve mit der Geschwindigkeit Eins 
(Bogcnelement ds gleich dem Zeitelement di), so bleiben die Richtungen t, n, i 
nicht konstant, sondern das ganze Dreikant dreht sich dabei in jedem Punkt um 
eine durch seine Ecke gehende Achse, und die Formeln 101a bedeuten die 
durch diese Drehung hervorgerufenen Geschwindigkeiten der Endpunkte von 
t,il, 6. Vergleicht man diese Formeln 101a mit der Formel o = [bt], so sieht 
man, daß der Vektor b in 101a nach Gröfie und Achse für jeden Punkt der Kurve 
die Drehgeschwindigkeit des Dreikants darstellt. Bei ebenen Kurven ist x = 0, 
so daß b ^ ib wird; das Dreikant dreht sich nur um die Binormale b and die 
Krümmung der Kurve ist ein Maß für die Drehgcschwiodigkeit. Bei Raum- 
kurven bleibt b in der t,B-Ebene, die auch rektifizierende Ebene 
genannt wird. Das Dreikaot dreht sich aber niemals um die Haupt- 
normale der Kurve. Dieses Dreikant wird auch das begleitende Drei- 
kant der Kurve genannt. 

Wir haben bis jetzt zur Vereinfachung der Formeln angenommen, 
daß der Radiusvektor einer Eurre als Funktion ihrer Bogenlänge gegeben 
ist. Es kommt aber fifters vor, daß der Radiusvektor als Funktion eines 
anderen Parameters a gegeben ist, den man seinerseits als Funktion von s 
betrachten kann. Dann erhält man anstatt der Formeln 97, 98 usw. die 
analogen Formeln 
07/ <**■ _ dr da _ da 



r = t 



da da 
d*s , di /d8\' ^ d*8 , , /dß\' 



Wir denken uns z. B., daß ein materieller Punkt sich auf der Eurre 
80 bewegt, daß die zurOckgelegte Bogenlänge eine gegebene Funktion der 



,y Google 



62 Gncfairiadigkeit. Beechleanignng. { U 

Zeit t ist. Der BadiiuTektor erleidet dann im Zeitelement dt ünen Za- 
wacliB dx, and die Qeschwindigkeit dea Punktes wird: 

Somit ist die Qeschwindigkeit parallel zn t, und ihr Betrag ist 

M = W = |4f|- 

Die Ändenug der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit heifit Beschleuni- 
gung und soll mit g bezeichnet werden: 
,.- dv (Cr .dv, dl 

Es ist aber, unter Berücksichtigung der Frenetschen Gleichung 98, 

dl _ dl da _ V 

dt ~ dt di " R "' 
so dafi: 

IM 8 = t-är + "-g-- 9'=(-3r) + fii-. 

Di« Gleichungen 104 bestimmen die Beschleunigong nach GrSfie und 
Richtut^ und ihre Komponenten in der Richtung der Tangente und der 
Hanptnormale. Die Beschleunigung liegt immer in der Schmiegungs- 
ebene, weil g6 = 0. 

Aufgabe 50. 

a) Gegeben ist ein Radiusrektor i(a) als Funktion eines Para- 
meters a. Man beweise, daß die Windung der von dem Endpunkt dieses 
Radiusvektors beschriebenen Eurre in jedem Punkt gegeben ist durch 
den Ausdruck 

dt d*t d*T 



l da da* J 

b) Zwei benachbarte Punkte einer Raumkurre seien durch die 
Radienrektoren t(8) und v(a -]- ^s) = x-\-ix dargestellt (s = Bogenlänge). 
Man beweise, daS: 

1. die Projektion von 5r auf t von der GrSflenordnung Ss 
2- , . , 3r , n - , , (5s)* 

3. , , , 5r . b , . , (8*)» ist. 

Aufgabe 51. 

a) Der Radiusvektor einer Kurve ist gegeben als Funktion ihrer 
B<^enlänge s in der Form 

r = asm + [m(S(«)], 
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§ 15 Partielle Ableitungen. 63 

WO der EinfaeitsTektor m und der Skalor a konstant sind und S(s) eine 
beliebige Funktion von s ist. Man beweise, dafi die Tangente dieser 
Kurve einen konstanteD Winkel mit m bildet, daß ibre Hauptnonnale 
zu m seukrecbt ist und daß das Verbältnis der KrUnmung der Eurre 
zu ihrer Windung in jedem Punkt denselben Wert bat. 

b) G^^ben ist eine Kurve 

r=ao + 8(l-a), 
wo 91, $ konstante Vektoren sind und a ein variabler Parameter ist. 
Man bestimme die Bogenlänge s dieser Kurve als Punktion von a. 

Aufgabe 52. 

a) Ein materieller Punkt beschreibt, als Funktion der Zeit, die 
Kurve 

t = Äco8«* + 93sinto*, 

wo 31, 33, u konstant sind; man bestimme die Geschwindigkeit und die 
Bescbleunignng des Punktes. Dieselbe Frage fttr die Kurve 
r = aeof«* + S©in«*. 

b) Ein materieller Punkt mit der Masse m bewegt sich unter Ein- 
wirkung einer Anziehungskraft — X c und einer der C^chwindigkeit pro- 
portionalen Reibungskraft — a u. Man berechne seine Bewegung als 
Funktion der Zeit. 

§ 15. Funktionen mehrerer Variabein. 
Ein Vektor % kann auch eine Funktion mehrerer Yariabeln sein, 
z. B. S(tt, V, w). Man nennt partielle Ableitung von 3t nach u den 
Ausdruck 

105 tJ = ■"" X { ^(** + *' *'' *^^ ~ ^("' ^' "^ }• 

Ändern sich die unabhängigen Variabein u, ff, tc um du, dv, dw, so ist 
die totale Änderung von 31 oder das Differential von 31 gleich 

106 ^s, = ^i. + 4!.<;„ + |i<;„. 

Auch bei den Vektoren, die Funktionen mehrerer Variabeln sind, kann 
man die Begeln der Differentiation von skalaren Größen anwenden. So 
ist z. B., wenn 31, 9 zwei Funktionen von », v, w sind : 

107 ^^as, = [4?.8] + [a4|] 

Wir wollen zunächst die Eigenschaften eines Radiusvektors unter- 
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r knunmen Fl&che. 
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rochen, der eine Funktion Ton zwei nnabhängigen Varisbeln u, c ist. 
Im allgemeinen beschreibt dum der Endpunkt des RadiusTekton bei der 
Änderung von u, v eine Fläche; wir nehmen an, daB 3L eine stetige und 
eindeutige Funktion Ton u, v ist, so daß jedem Weriepaar der Variabeln 
H, V ein bestimmter Punkt der FULche entspricht und jedem Punkt der 
Fläche ein bestimmtes Wertepaar der Variabeln. Läßt man u konstant, 
so beschreibt der Endpunkt tou x bei Ändening von r eine Kurve, deren 
sämtliche Punkte auf der g^^benen Fläche liegen. Die Lage und die 
Gestalt dieser Kurve ändert sich im allgemeinen mit der Wahl des kon- 
stanten Parameters u ; alle Kurven u = const. bilden auf der Fläche eine 
Kurvenschar. Ebenso erhält man eine andere Schar von Kurven auf 
der Fläche, wenn man v konstant hält und nur « sich ändern läflt. 
Zwei Kurven derselben Schar können 
'^' ' sich nur in einem solchen Punkte 

schneiden , dessen Radiusvektor 
denselben Wert behält für verschie- 
dene Wertepaare von u, r. Sehen 
wir von solchen Ausnahmepunkten 
ab, so können wir sagen, daS 
durch jeden Punkt P^ mit dem 
Radiusvektor r(uo,e(|) je eine Kurve 
von den beiden Kurvenscharen 
geht. Ein Bogenelement PoFm der 
Kurve 9 = «o wird nach Länge und 
Richtung durch den Vektor -j^du dai^estellt, ein Bogenelement P^Pv 
der Kurve 1« = «« durch den Vektor -|^d« (Fig. 21). -|i- ist parallel 
CT der Tangente an der Kurve v = v^ in P^ und ist im Sinne wachsen- 
der u gerichtet, ebenso ist -^ parallel zu der Tangente der Kurve » = «0- 
Betrachten wir noch die durch P« und P, gehenden Kurven, die sich in P, 
schneiden (Fig. 21), so können wir das krummlinige Viereck P^PuPj^Pv 
bei hinreichend kleinen dn^dv mit grofier Annäherung als ebenes 
Parallelogramm auffassen, dessen Seiten -J^dH und -f^df; sind. 
Wir können so ein ganzes Ketz von Kurven auf der Fläche bilden, 
dessen Haschen unendlich kleine ebene Parallelogramme werden. Jedes 
Parallelogramm wird nach Lage (Normalenrichtung), Inhalt und ümlau&- 
sinn durch den Vektor 
109 




d\ = ndf={l^^]dudv 
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§ 15 Pftrametetlinien. 65 

dargestellt. Der Betrag df dieses Vektors ist gleich dem Inhalt des 
Parallelogramms aus -jrir^^ ^^^ ~Wo'^^' sein« Richtung im Punkte Pg 
ist senkrecht zu den Tangenten P^Pm und P(,Pf Der Einheitsvektor n 
ist also normal zur Fläche im Punkte Pq. Die Richtung von n kehrt 
sich mit der Reihenfolge der Faktoren -j— , -s— um, man wird aber bei 
allen Flächeoelementen diese Reihenfolge so wählen, daß die Richtung 
TOD n sich auf benachbarten Flächenelementen stetig ändert. 

Die Linien u = const. und v ^ const. werden auch die Parameter- 
linien der Fläch« genannt. Die Parameter u, v selbst werden die 
krummlinigen Koordinaten der Fläche genannt. Es ist klar, daB 
durch die Wahl der Abhängigkeit des Radiusvektors von den krumm- 
linigen Koordinaten die Form der Parameterlinien bestimmt wird. Wählt 
man aber auf der Fläche zwei Eurvenscharen als Parameterlinien, so sind 
die krummlinigen Koordinaten u, v durch diese Parameterlinien nicht toU- 
stAndig bestimmt. Denn ea ist klar, daß die GrdBen u, v auf denselben 
Linien konstant bleiben werden wie die Größen 

u' = f(u) i/=^(v), 

wo 7 und ■t' zwei beliebige Funktionen sein können. 

In der Flächentheorie benutzt man gewöhnlich die Bezeichnungen: 

du dD ~ du dv ~^ du dv "^ du 90 ' 

Dann sind die Längen der Bt^enelemente der Parameterlinien gleich 

|-|i-|<i«=i/£Ä», |-|i-|d«=i/^Ä». 

Da femer (siehe Aufgabe 10) 

[w -w] = ("W") (~dT) -{-dTr~dT)=^^- ^'> 

flo wird der Inhalt des von diesen Bogenelementen begrenzten Parallelo- 
gramms ^eich 



111 df= KW= VEa-F*dudv. 

Wenn die zwei Kurvenscharen h = const. und v = const. auf der ganzen 
Fläche orthogonal sind (sich in allen Punkten rechtwinklig schneiden), 
so wird 

"2 J5-5F = -^=»- 

Spialrain, VektornchnauE. 5 
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66 Kurren auf der Ftftoh«. Bogeoelement, § 15 

In diesem Falle wird der Inhalt des FlächenelementeB df gleich 

d/= VEGdudv. 
Aus den Gleichnngen 110 folgt ganz allgemein, daß der Winkel zwischeD 
zwei sicli schneidenden Parameterlinien gegeben ist dnrch 

112. ««8 = .^. 

So stellt z. 6. die Oleichung 

t = ä« + 83 sin « + So 

eine wellblechartige Fläche dar. Die Parameterlinien u = const. sind die 
zu S parallelen Geraden, die Linien f = const. sind Sinuslinien in der 
ä(,9-Ebene. Es ist hier 

_ _ dt 

du 



und 



also 



-f^ = 3t + a3cos«, -|^=S 
d\ = {[StS] + [336] cos «}d«dt>; 



femer ist 

£={ä+»cos«)», J'=a6+»6coau, (? = £». 
FOr S = [3133] wird ^ = 0, die beiden Kurvenscharen werden orthogonal, 
und es wird 

d/=i/[aa3]»(2H-a3cosM)». 

Han erhält eine beliebige Enrve auf der Fläche, wenn man 
zwischen den krummlinigen Koordinaten «, v dieser Fläche eine Beziehung 
aufstellt. Man kann z. B. die krummlinigen Koordinaten als Funktionen 
der Bogenlänge s einer Kurve definieren; dann wird der Radiusvektor 
r(u,v) durch Vermittlung von u und v eine Funktion von s allein, und 
sein Endpunkt beschreibt eine Kurve auf der gegebenen Fläche. Wenn t 
der Einheitsvektor der Kurventangente ist, so erhalten wir ftlr das Linien- 
element dieser Kurve den Ausdruck 

113 dx= tds = -|^dtt + 4^d»', 

so dafi 

113a dr' = ds» = Edu* + 2Fdudv + Gdv* 

oder, wenn die Parameterlinien orthogonal sind (^"=0), 

113b ds* = Edu*-{-Gdv*. 
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§ 15 KrDmmnng der FlEtchenkurven. FundamentalgTSfien. Satz von Meuauier. 67 

Um die Krümmung k einer auf der Fläche liegenden Kurve zu berechoen, 
differenzieren wir den Tangentenvektor t in 113 nach der Bogenlänge s- Dann 
wird unter Berücksichtigung der Frenetschen Formel 98 

, 3t d*u . dt dH 
' du ds* "'" 0t) ds>" 

Hier bezeichnen "wir die Hauptnormale der Kurve mit lu, um sie von der 
FUchennonnale zu unterscheiden, die nach 109 den Wert 

_ d\ Lau dv\ 

**/ \/E0 - F* 

hat. Multiplizieren wir beide Seiten von 114 skalar mit n und setzen zur 
Abkürzung 

D~\/Ea~F', 

3t dt 3't 3t 3r 3'r 3t _3t_ 3*t 

_ fü dv du' „ 3« 3p Sudv „ 3u dv TF* 

i = n > ■« = n ^. -" = n ^. 



so erhalten wir die bemerkenswerte Formel 

Ldu' + 2iIdudv + Ndv' 
114a knnM= Edu' + 2Fdudv + Odv' = * cos o,. 

wo 0} der Winkel zwischen der Fläch ennormale und der Hauptnormale der 
betrachteten Kurve ist. E, F, G heißen die Fundamentalgrößen erster, 
X, jlf, ^ die Fundamentalgrößen zweiter Ordnung; sie hängen nur 
von der Lage des betrachtetea Punktes auf der Fläche ab. Alle durch 
diesen Punkt gehenden Kurven auf der Fläche haben dieselbe 
Krümmung, wenn ihre Hauptnormale und Tangente dieselben 
Richtungen haben; denn im Ausdruck 114a treten auSer den Fundamental- 
größen nur noch das Verhältnis -j— und der Winkel <a auf. Der Wert von 
-^— bestimmt die Tangentenrichtung, der Winkel m die Hauptnormalenrichtung 
der Kurve. Alle Flächenkurven haben in einem Punkt der Fläche dieselbe 
Krümmung, wenn sie in diesem Punkt dieselbe Schmiegungs ebene haben. Für 
die Untersuchung der Krümmung einer Flächenkurve genügt es also, die Krüm- 
mung des ebenen Flächenschniites durch ihre Schmiegungsebene in dem be- 
treffenden Punkt zu betrachten. Die Gleichung 114a zeigt, daß für alle Kurven, 
deren Schmiegungsebenen dieselbe Tangente enthalten, das Produkt jb cos tu 
eine Konstante ist. Diese Konstante ist gleich der Krümmung des entsprechen- 
den Normalschnittes der Fläche, dessen Hauptnormale mit der Flächen- 
normale übereinstimmt, weil für diesen Normalschnitt cos to = n»n = ± 1 wird. 
Dieses ist der Inhalt des Satzes von Meusnier. 
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08 UitUere Krflmmang einer Fliehe. § 15 

Für Normalschoittc der Fläche nimmt die Gleichnng 114a die Form 
114b * = - 



Ldu* + 2Mdudv^ 
Edu' + 2Fdudv + 



2D. Die Ktümmung eines Normalschnittes ist eine Funktion von -^ — , also 
von der Tangentenrichtang. Mao kann beweisen, dafi es im allgemeinen zwei 
Werte von -^~ gibt, für die die Krümmung des NormaUcbnittes ein Maximum 
oder ein Minimum wird. Die entsprechenden Tangentenrichtungen stehen senk- 
recht aufeinander und bestimmen die zwei Hauptnormalschnitte der Fläche. 
Bezeichnet man ihre Krümmungen mit -q- und -=-, so definiert man die mitt- 
lere Krümmung der FUche als die Summe 

Dabei werden die Krümmungen -g- und -p- als positive Gr&fien eingesetrt, 
wenn die Hauptnormale des entsprechenden Nonnalschnittes mit der Flächen- 
normale gleichgerichtet ist, als negative Größen, wenn sie zu der Flächennormale 
entgegengericbtet ist. Man kann auch beweisen, daß die Summe der Krüm- 
mungen kj und it] zweier beliebiger zueinander senkrechter Normalschnitte der 
FUche gleich der Summe der Krümmungen ihrer Hauptnonnalschnitte ist, 
116a k, + ij = H. 

Der Beweis dieser Sätze bietet keine besonderen Schwierigkeiten, doch wollen 
wir hier auf diese flächentbeoretischen Betrachtungen nicht näher eingehen. 

Wir beh-achten eine FUche F^, die durch zwei Scharen von Psrs- 
ineterUiiien in unendlich kleine Flächenelemente df = nd/ eingeteilt ist. 
Bildet man die Summe der skalaren Produkte 

für alle Flächenelementfl von F^, so erhiÜt man das Flächenintegral 

des Vektors n, 

116 Jn<if=/d/=J'„ 

wo Fj^ die Qesamtoberföche der gegebenen Fläche darstellt. BerBck- 
sichtigt man die Formel 111, so sieht man, daß dieses Flächeuintegral 
ein Doppelintegral ist: 

116a /ndf =fj\/ EG-F* dudi: 

y, 
Dag Doppelintegral ist die Summe einer zweifach unendlichen Zahl 
von Elementen, dabei ist aber jedes Element eine unendlich kleine GrSße 
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f 15 FlKchenintegral. HOllenintegral. gQ 

zweiter Ordnung. Die Auswertung solcher Integrale ist aas der Integral- 
recbnung bekannt. 

Es homtnen aber öfters in der VektorreclmUDg auch solche Flächen- 
integrale vor, deren Elemente Vektoren sind ; dann ist auch das Flächen- 
integral ein Vektor, Sind z. B. ein Skalar f und ein Vektor 3 Funktionen 
von u, V, so kann man die Flächenintegrale bilden: 



r, r. 



Auch diese Integrale kann man nach den Regeln der Integralrechnung 
auswerten, indem man ihre Projektionen auf drei konstante, nicbtkomplanare 
Richtungen berechnet, weil die Projektion des Integrals auf eine Richtung 
gleich dem Integral der Projektion seines DifTerentialelementes auf diese 
Richtung ist. 

Wir werden im nächsten Kapitel viel mit solchen Integralen zu tun 
haben, hier wollen wir nur das Integral 

117 f-pf^-fß-ririflMv 

r, r, 

betrachten, das die Vektorsumme aller Flächenelemente df der Fläche jP, 
darstellt. Ist F eine geschlossene Fläche, so werden wir das Flächen- 
integral in der Form £ d^ schreiben, und, nach Vorschlag Ton F. Emde, 
Ilüllenintegral nennen, weil das Integral über die EQlle des Ton der 
Fläche eingeschlossenen Raumes zu nehmen ist FOr jede geschlossene 
Fläche ist 
117a j^ df = 0. 

Denn fQr ein beliebiges Polyeder ist di« Vektorsumme seiner Seiten gleich 
Null (§ 5 Aufgabe 13, S. 12), und jede geschlossene Fläche kann als 
Polyeder mit unendlich großer Zahl unendlich kleiner Seiten df betrachtet 
werden. 

Daraus folgt, dafi das Flächenintegral /df fUr alle Flächen, die die- 
selbe Randknrre haben, denselben Wert f bat. Um das zu beweisen, be- 
trachten wir eine gegebene Randkurve K, die zwei beliebige Flächen F^ 
und Ff begrenzt (Fig. 22). df, sei das Flächenelement yon Fi, df, das 
Flächenelement von fj. Wir wählen zur Bestimmung der Richtungen 
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70 Funktionell dreier skalarer Tariabeln. § 15 

Ton df„ <{f, denselben ümlaufssinn auf der Randkunre K. Die Flächen 

jP, and Ff bilden zusammen eine Hülle; wenn df, mit der äußeren 

Normale dieser Hülle zusammenföllt, so webt <2f, von außen nach innen. 

Die äußere Normale auf der Fläche F^ ist also 

Fig. 22- rff, = - df„ und wir erhalten aus 117a: 

/X\ \ 'i 'i 

/ v^ \ und folglich; 

/,--' --) 118 fdh = -fdr,=fdU, 

\'~'^ — y^^^-\ I *** auch zu beweisen war. 
N. " I H^.f. Wir haben gesehen , daß ein Radiusvektor, 

'-'^'^ * als Funktion von zwei unabhängigen Yariabeln, 

eine Fläche darstellt; bei drei unabhängigen 
Variabein u, v, w beschreibt der Eadpunkt von r (u, v, w) ein Volumen. 
Hält man u als Parameter konstant und Ufit u und v veränderlich, so 
erhält man eine Schar yon Flächen u = conat. Ebenso erhält man zwei 
andere Flächenscbaren v = const. und w = const. Wenn t eine stet^j^e 
und eindeutige Funktion von u, v, u> ist, so entspricht jedem Wertetripel 
dieser Yariabeln ein bestimmter Punkt Die OrSBen u, v, w heißen 
krummlinige Koordinaten des Endpunktes von x. Hält man v und w> 
konstant, so beschreibt der Endpunkt yon r bei Änderung von » eine 
Kurve, deren Bogenelement nach QrOße und Richtung durch -s — du ge- 
geben ist; ebenso erhält man bei Änderung von v allein oder w allein 
die Kurven, deren Bogenelemente -«— - dv und -x— - dw sind. Diese Kurven 
sind Schnittlinien der drei Flächenscharen u = const., v = const., w = const. 
Wir werden die krummlinigen Koordinaten ausführlicher betrachten, wenn 
wir erst die weiteren Hilfsmittel der Vektoranalysis kennen gelernt haben. 
Aufgabe 53. a) Man berechne das Flächenelement (2f = \-^ -j-ldu dv 
der Fläche 

r = i cos « + sin « I i cos c -[- I sin r } . 
(i, j, I Qrundvektoren) 
b) Für die F^he 

r = {« + r*) SÄ + (v + «»)» + ««6 
bilde man die GrSSen E, F, G und das Flächenelement d\. 
Aufgabe 54. Der Endpunkt des Radiusvektors 
t = a;i + yj -{-f{x, y) t 
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Ortsfanktionen. 



71 



beschreibt eine FUche, die in kartesischen Koordinaten die Oleidiung 

g =f{x,y) 
hat. Man berechne die FundamentalgrOfien E, F^ G, L, M, N und den 
Ausdruck 114b als Funktionen der Ableitungen 

_ dz _ dz _ a'g _ g*z . _ 3*a 

P~ dx' ^~ dy' ^~ dx*' ^^ .dxdy '"" 3»'- 
""Anfgabe 55. Eine Fläche F besitze eine ebene Randkurre K, 

deren Binormale b ist; man bilde das Integral /<2f = f und beweise, 

daß [6f] = 0. Was bedeutet |f|P 

"Aufgabe 56. Man beweise, dafi das Hollenintegral £ td^ = Sv ist, 

wo V das von der Holle eingeschlossene Volumen ist. 
«Aufgabe 57. 

a) Gegeben ist eine Funktion i(u, f, w) von den drei unabhängigen 

Variabeln u, v, w; was bedeutet -s g g — dudvdtc?i 

cu ev ew ' 

b) Zerlegt man t in seine Komponenten nach den Grundrektoren, 

t = x{u, V, w)i +y(», p, w)! + «(«, V, (p)!, 
90 erhält man die Funktionaldeterminante 





dx dx dx 




^t^ 




dz dz dz 

du dv die 



der drei Funktionen x{u,VfW), if(u,v,w), g(u,v,w). Welche geometrische 
Bedeutung hat diese Funktionatdeterminante ? 

Kapitel 2. 
OrtsfbnktiODen. 

§ 16. Skalare Ortsfunktionen. Der Gradient. 

Eine Gröfie wird Ortsfunktion genannt, wenn ihr Wert ron der 
Lage eines Punktes, den man Aufpunkt nennt, abhängt. Der Raum, 
in dem die Abhängigkeit der Gröfie von der L^^e des Aufpunktes definiert 
ist, heißt das Feld dieser Größe. Betrachtet man z. B. die Temperatur 
der Luft, die sich von Punkt zu Punkt ändern kann, so erh^b man ein 
skalares Temperaturfeld; das Innere eines vom Wasser durchflossenen 
Rohres ist ein Vektorfeld der Wassergeschwindigkeit, denn die 
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72 Richtnngskbleitnng einer akalaren Ortafnnktion. § IS 

Qeschwindigkeit der einzelnen Wasserteilchen ist im allgemeinen von 
Punkt zu Punkt nach Größe und Richtung TerBcbieden. 

Wir wählen einen festen Bezugspunkt 0, von dem aus zu dem Auf- 
punkt einer Qröfie der Radiusvektor r führt. Bei einer Verschiebung des 
Aufpunktes um eine Strecke ds in der Richtung des Einheitsvektors ft 
ist die Änderung des Radiusrektors gleich dieser Verschiebung: 

119 dt=id8. 

Diese charakteristische Eigenschaft des Radiusvektors zeigt, daß er bei 
der Betrachtung; von Ortsfunktionen die Rolle der unabldngigen Tariabeln 
spielt. So können wir eine skalare oder eine vektorielle Ortsfunktion 
als Funktion des Radiusvektors in der Form fit) oder 9[(t) 
schreiben, wo dann die Lage des Aufpunktes durch den variabeln Wert 
des Radiusvektors bestimmt wird. Man sagt auch zuweilen, daß diese 
Größen Funktionen des Aufpunktes sind. 

Da zur Bestimmung des Radiusvektors drei Zahlenangaben nötig 
sind, z. B. die Angabe seiner Projektionen auf drei feste Richtungen, so 
sieht man, daß eine Ortsfunktion die Eigenschaften einer Funktion von 
drei unabhängigen skalaren Variabein haben muß. Die Resultate, die 
man bei der Untersuchung der Ortsfunktionen gewinnen wird, kann man 
auf Funktionen von drei skalaren Variabeln übertragen. 

Wir wollen zuerst die skalaren Ortsfunktionen untersuchen. Eine 
skalare Funktion f (r) habe im Punkt Pq den Wert %. Wir definieren 
durch den Einheitsvektor g eine Richtung im Räume und verschieben 
den Aufpunkt um die Strecke dt = &ds von Po nach P, wo die Funktion 
den Wert f, haben soll. Die Änderung der Funktion bei dieser Ver- 
schiebung ist 

df=f, — f 0- 

Wir dividieren diese Änderung durch ds und definieren als Ab- 
leitung von f in der Richtung ft den Ausdruck: 

120 -If = Um 



7f- = lim - 



Das ist also die Änderung von f beim Fortschreiten um eine 
Längeneinheit in der Richtung 6. Der Pfeil am Differential- 
zeichen soll bedeuten, daß es sich um die Differentiation nach einer 
bestimmten Richtung handelt. Lama, der zuerst den Differential- 
quotienten nach einer Richtung betrachtet hat, bezeichnete ihn mit -ff 
Es ist aber wichtig fDr solche Differentialquotienten, eine besondere Be- 
zeichnung zu benutzen, um die Verwechslung mit einer gewöhnlichen 
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§ 16 Ricbtnngwbleitniigeii zneammengwetzter Funktionen. 73 

partiellen Ableitung nach einem skalaren Parameter auszuschließen, weil 
nicht alle Regeln der Differentialrechnung auf die Richtungsableitungen 
anwendbar sind*). Betrachten wir z. B. zwei EinheitsTektoren nt und n, 
dereo Richtungen sich von Punkt zu Punkt stetig ändern kSnnen. Wir 
kdnnen dann in jedem Punkt die Ableitungen einer Ortsfunktion f nach 
den Richtungen m und n bilden, die wir mit -g^ und -^ bezeichnen 
wollen. Da ^ber dieae Ableitungen auch selbst skalare Ortsfunktionen 
sind, so kann man sie wieder nach den Richtungen nt und n differenzieren. 
Man erhält dann 

dmdn~dm\dn/ ^^^ dndm ^ JiT \'8m/- 

Es ist hier aber keineswegs ■y / - ^ --- = snim ' '''* *^ ''^' ^^° partiellen 
Ableitungen nach zwei skalaren Parametern m, n der Fall wäre. Wir 
werden sfAter auf diese zweiten Bicbtungsableitungen noch näher ein- 
gehen. 

Nach der DeBnition^leichung 120 der Richtungsableitungen sieht 
man sofort, daß man die Ricbtungsableitung einer Summe, eines Produktes 
oder einer beliebigen Funktion von zwei stetigen Ortsfunktionen f und f 
nach den Regeln der Differentialrechnung ausrechnen kann, nämlich 

"37 (7 + *) = -3^ + "3^ 

120a _^(,^) = ^|i_ + ^.U. 

. a/(y. ^) _ 3/ gy ■ df n 
da 3f da "•" d:!t da ' 

Hier sind natürlich -g — und -xv- gewShnlicbe partielle Ableitungen der 

Funktion /(r, <|i) nach den skalaren f und ^. Ist z. B. 



= c''»l 



_H_ 



+ *^)- 



Wenn 7 eine stetige und eindeutige Funktion der Lage des Auf- 
punktes P ist, so erfahrt sie stets dieselbe Änderung, wenn der Aufpunkt 
Ton Po °^ch P auf einer geraden Linie oder auf Umwegen gelangt. 

*) Knoblauch bezeichnete diese Ableitung mit Hilfe eiaee Operators 9 in 

der Form -s-^ =: 6 ip and nannte sie die geometrische Ableitung der Orts- 

fanktiou 7. (GrandlBgen der Differentialgeometrie S. 16. 1918 bei Teubner.) Diese 
Beseichnnng hat leider den Hange], daß bei ihr die Variable, nach der differenuert 
wird, nicht ersichtlich ist. 
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74 I^'' Giradieat einer stetigen skalarea Ortsfunktioa. g 16 

Einen solchen Umweg erhält man durch Zerlegung der Strecke &ds in 
ihre £ompOD«nten in den Richtungen dreier nichthomplanarer Einheits- 
vektoren m, n, p (Fig. 23): 

121 ids = m dm -\- ndn -\- p dp. 

Wir bezeichnen die Ableitungen ron f nach den Richtungen 
m, n, p mit -j^, -^, -gz-- 2^' einer Verschiebung m dm, 
von Po BUS, erfuhrt f, nach Formel 120, die Änderung 

Nach einer weiteren Verschiebung ndn wird 
f " 'o = 3^ '^'" + TF **"' 

wenn man -s — (-^s—r) dm dn , als unendlich kleine Größe höherer Ord- 
Sn \dm7 

nung, remacbtässigt. Nach der letzten Verschiebung pdp erreicht man 

den Punkt P, und die Änderung von f wird: 

Die Gleichungen 121 und 122 müssen bei beliebigen Werten von dm, 
dn, dp gleichzeitig bestehen. Wäre 121 eine skalare Gleichung, so 
müßten die Koeffizienten von dm, dn, dp, ds der beiden Gleichungen 
einander proportional sein. So aber können wir einen Vektor @ suchen, 
mit dem man beide Seiten von 121 skalar multiplizieren muß, um 122 
zu erhalten. Da dm, dn, dp beliebig sind, so muß @ die drei Glei- 
chungen befriedigen; 

„tu Sy „fu ^y _m S? 

wodurch @ vollständig bestimmt wird (vgl. § 7, 22). Dann gilt auch 
für die linken Seiten der Gleichungen 121 und 122: 

wo die Richtung von S beliebig sein kann. Es existiert also für eine 
eindeutige und stetige Ortafunktion cp in jedem Punkt ein Vek- 
tor, dessen Projektion auf eine beliebige Richtung ft gleich 
der Ableitung von cp nach dieser Richtung ist. -^ erhält den 
größten Wert, wenn S mit @ gleichgerichtet ist. Der Vektor @ weist 
also nach der Richtung des gröfiten Austieges von f, man nennt ihn des- 
wegen den Gradienten der Funktion f und schreibt: 
& — - grad f. 
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Dantellaog des GradieDten in kaiiesischeti Koordinaten. 



75 



Es ist also grad <p in jedem Punkt nach Gröfie und Richtung vollständig 
bestimmt unabhängig von der Wahl der Einheitsvektoren m, n, p. 
Wir werden im § 25 sehen, daß der im ersten Teil eingeführte Flächen- 
gradient Qrad <p eines Skalars f, der ja eine sprunghafte Änderung 
von 7 darstellt, nichts anderes ist, als eine Ausartung des Gradienten 
einer stetigen Ortsfunktion f. 

Man kann die Ortsfunktion f als Funktion von den Koordinaten 
x, y, B in einem durch die Grundrektoren i, j, { bestimmten Koordinaten- 
system betrachten. Die Ableitangen nach den Richtungen i, j, f sind in 
diesem Falle nichts anderes, als die partiellen Ableitungen 



' gr»4 f = -|f 
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Die Projektionen Ton grad <p ändern sich mit der Richtung der Grund- 
vektoren, die Summe 

ist aber von den Grundvektoren unabhängig und folg> 
lieh gegenüber Drehungen des Koordinatensystems 
invariant. 

Man kann die Verteilung der Richtuttgsableitungen 
von <p in einem gegebenen Punkt P^ durch zwei sich be- 
rührende gleiche Kugeln darstellen (Fig. 24). Der Durch- 
messer der einen Kugel sei grad f , der der anderen 
— grad f. Fahrt man von Pq aus einen Strahl in der 
Richtung a, der die Kugel im Punkte P. trifit, so gibt 
die Strecke P^ P, den Wert der entsprechenden Ableitung -^ an. Wenn 
sich P, auf der Kugel mit dem Durchmesser 4- grad f befindet, so ist 
-j— positiv; wenn sich P, auf der anderen Kugel befindet, ist -^ n^ativ. 
In jeder Richtung fi, die senkrecht zu grad 7 ist, wird -^ — 0. Diese 
Darstellung besagt nämlich, daB die Gesamtheit der Ableitungen ~~^ 
durch einen Vektor dargestellt werden kann. 

Kennt man in einem Punkt P^ den Wert der Funktion und ihres 
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Fig. 25. 



7g Ä.qnipat«iitialfl&chen. § Ift 

Gradienten, f^ und gradg f, so erhält man für einen Punkt P im Ab- 
stand dl von Pg: 

folglicli bleibt f in unmittelbarer Nfthe von P,, konstant, solange de Krad,, p 
konstant bleibt, d. h. auf jeder zu grad^ <p senkrechten Ebene. 
(Hier bedeutet grad« f den Wert von grad f im Punkt P^.) 

Im allgemeinen bilden aber die Punkte, auf denen cp konstant ist, 
krumme Flächen, und grad f ist in jedem Punkt einer solchen Fläche 
parallel zur F^hennormale, weil die Verschiebungen, bei denen tp kon- 
stant bleibt, zu grad f senkrecht sind. Dabei weist grad f die Richtung 
der steigenden f. Die Flächen, auf denen ff konstant bleibt, heißen 
Niveauflächen oder auch Äquipotential- 
flächen der Funktion cp. 

Die Kenntnis der Flächenschar f = const. 
genOgt, um in jedem Punkt die Richtung von 
grad ip zu bestimmen. Um auch den Betrag 
von grad f bestimmen zu können, greifen wir 
eine Heihe von Niveauflächen heraus, fQr die der 
konstante Wert Ton f in arithmetischer Pro- 
gression wächst: p = f„ p = fj -J- a, p = (pj + 2a . , . (Fig. Ü5). Sind 
diese Flächen genflgend dicht verteilt, also a genügend klein, so wird 
der Normalenabschnitt P^P umgekehrt proportional dem Betrag von 
grad ip, denn dieser Betrag ist gleich lim „ „ ■ Je grfißer der Betrag- 

von grad f in einem Punkte wird, desto kleiner wird in diesem Pankb 
der Abstand zweier benachbarten Flächen. 

Bei der Bildung des Gradienten einer zusammengesetzten Orts- 
fnnktion kann man natürlich die Regeln der Differentialrechnung an- 
wenden. Sind z. B. f und ^ zwei skalare Ortsfunktionen, so wird 
125 grad (y -f- (|i) = grad f -f- grad ^, 

125 a grad ip if = "P g"^^ ^ -\- ^ grad f. 

Ist cp eine beliebige Funktion einer skalaren Ortefunktion ^(t), so wird 

126 grad <f = -^ grad ^i, usw. 

Als Beispiel berechnen wir grad r, wo r = |r| ist. Für eine be- 
liebige Verschiebung di ist 

d(i*) = d(r*) = grad (r*) dt = 2tdr; 




folglich 



grad (r*) = 2 r grad r = 2 r, 
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§ 17 R&umliche Ableitung. 77 

oder 

127 grad r = -^ = to- 

Dieses Resultat ist auch ohne Rechonng einleuchteud , denn der größte 
Anstieg ron r ßllt in die Kichtung des Radinsrektors. 

* Aufgabe 58, Man finde die vektorielle Gleichung der Tangential- 
ebene zu der Fläche f(i) = co&st. und die Gleichung der Normale zu 
dieser FÜLche. 

"'Aufgabe 59. Wenn eine Schar von F^hen ^(r) = const. die 
Eigenschaft hat, daß auf jeder Fläche (grad <p)* = const. ist, so ist es 
«ine Schar paralleler Flächen. Beweis? 

*Aufgabe 60. Man finde grad [er]*, vo c ein konstanter Einheits- 
vektor ist. 

"Aufgabe 61. Man finde grad 7, wenn 7 der Azimutwinkel einer 
um die Achse [et] = rotierenden Ebene ist. 

* Aufgabe 62. Gegeben sind die Ableitungen -ä^, -y— , -^ einer 
Ortsfunktion f nach den Richtungen dreier Einheitsrektoren m, n, p ; man 
berechne daraus grad <p. 

§ 17. Räumliche Ableitung einer skalaren GrSBe. 

Man kann den Vektor grad 7 auch durch ein anderes, sehr wich- 
tiges Verfahren ableiten, das man räumliche Differentiation nennt*). 
Die Änderung einer Ortsfunktion hängt von der Richtung ab, in der man 
den Aufpunkt verschiebt. Um bei der Bildung einer räumlichen Ableitung 
alle Richtungen zu berücksichtigen, legen wir um einen Punkt Pg im 
Felde von 7 eine Hülle, die wir in unendlich kleine Flächenelemente 
<Jf = ndf zerlegen, und bilden das HuUenintegral (vgl. S. 69) 

§fd\, 
indem wir über die ganze geschlossene Fläche integrieren. Dieses Integral 
dividieren wir durch das von der Hülle eingeichlossene Volumen t> and 
suchen den Grenzwert von -z-VV^^, indem wir die Fläche auf den 
Punkt Po zusammenziehen. Diesen Grenzwert nennen wir, wenn er exi- 
Btiert, räumliche Ableitung von ip und bezeichnen ihn mit 

128 ^f = \im~£fd^ (sprich : Nabla <p). 

*) F. Jang, Ableitungs-Bildang im ränmlichen QrDBenfelde. Zeitschrift für 
Math, nud Ph;s. B6, 1908, S. S3T. Siehe auch W. v. Ignatowskj, Die Vektor- 
aiiitl;iis, 1909 bei Teobner, Bd. I, 8. 15. 
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Beweis der Unabh&n^gkeit toq der Form der Holle. 



§17 



Der Differentialoperator V deutet in symbolisclier Form die räumliclie 
Differentiation an, ebenso wie i. B, -^ in symbolischer Weise die partielle 
Differentiation nach x andeutet. Das Wort iNabla* stammt von einem 
hebräischen Musikinstrument, das eine dem Zeichen V ähnliche Form hatte. 
Dieses Zeichen und der dadurch angedeutete Operator ist von Hamilton 
in die Yektorenrechnung eiDgefQhrt worden. 

Die Bestimmung von 'Qtp setzt voraus, daß a) tpd^ von der GröBen- 
ordnung des eingeschlossenen Volumens v wird. Um das zu beweisen, bezeichnen 
wir mit qpp den Wert von tp im Punkte Pg und erhalten 

weil für jede geschlossene FUche 

/Vo<if = yo/'*f = (vgl. S 15. 1170- 
Die DifTerenz ^ — (po i&i unendlich klein von der Ordnung des Abstände: der 
Halle vom Punkte Pg, der Flächeninhalt der Hülle ist von der Ordnung des 
Qjiadrates dieses Abstandes. Das Hüllenintegral ist somit mindestens von der 
Ordnung der dritten Potenz dieses Abstandes, also von der Otdnung von v. 

Der Grenzwert Hm -z-S 'pd\ hat also einen im allgemeinen endlichen Wen. 

Die Definition 128 von ^tp hat aber nur dann einen Sinn, wenn der 
Grenzwert unabhängig von der Form und der Orientierung der gewählten Hülle 
ist. Dieses wollen wir jetzt beweisen, unter der Vor- 
aussetzung, daß nicht nur tp, sondern auch Vqp 
, (wenigstens für eine bestimmte Form der Hülle) im 
) gegebenen Raum stetig ist. Der Beweis wird 
darin bestehen, daß wir zeigen, daß der Unterschied, 
der sich im Endlichen für verschieden gestaltete Hüllen 
ergibt, beim Übergang zur Grenze verschwindet. Wir 
zerlegen das von der gegebenenHüUe begrenzte Volumen 
in n Volumteile Tj, T^,..Tn von ganz bestimmter Form, 
z. B. in lauter parallele Würfel (Fig. 26). Nur die 
dicht bei der Hülle liegenden Volumteile werden eine 
abweichende Form haben, aber bei einer genügend 
großen Zahl n der Volumleile wird der Einfluß dieser 
Voiumteile von unregelmäßiger Gestalt vernachlässigbar, insofern als ihr Vo- 
lumen ]/' im Vergleich zum Gesamtvolumen t> vemachlässigbar ist. Das Hüllen- 
integral StpdU genommen über die Oberfläche eines Teilvolumens n, be- 
zeichnen wh mit 9I(. Beim Zusammenziehen der Oberfläche von v werden 
auch die Würfel ri immer kleiner, und sie rücken immer näher an den Punkt 
Pg heran. Da aber ^«p als stetig angenommen ist, so strebt der Ausdruck 



Fig. 26. 
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§ 17 Beweis der Un&bhftiigigkeit von der Form der HQlIe. 79 

— fOr alle Würfel einem ganz bestimmten Grenz^'ert zu, so daß wir schreiben 
kömien : 



-wo alle ei unendlich kleine, mit n verschwindende Größen sind. Wir sehen 
leicht, daß man hieraus auch die Gleichung 

bilden kann, wo « wieder eine unendlich kleine Größe ist. Dabei ist das von 
allen Würfeln eingenommene Volumen 

•' = '■, + ', + •. ■'. = »-•" 

mit steigender Zahl n der Würfel immer weniger von dem Gesamtvolumen v 
verschieden. Wir wollen beweisen, daß die Summe aller Hüllenintegrale % gleich 
dem Hüllenintcgral über der Oberfläche des Gesamtvolumens v ist. Für die 
Treonfläche zweier Volumteile tj und T] ist die äußere Normale von r| entgegen- 
gcricbtet zu der äußeren Normale von r,; das Fiächenintegral J<pd^ auf dieser 
TrennSäche liefert für 9Ii und %i Beiträge, die gleich sind, aber entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben. Bei der Summation heben sich diese Beiträge 
gegenseitig auf. Dasselbe gilt auch für jede innerhalb von v liegende Trenn- 
fläche, und CS bleibt nur das Integral über die äußere Hülle von v bestehen. 
Das Hüllenintegral über die Hülle des Gesamtvolumens ist also gleich der 
Summe der Hüllenintegrale 31( plus der Summe der HüUeniutegrale über die 
Volumelemente von unregelmäßiger Gestalt. Die letzte Summe können wir 
aber vernachlässigen, weil sie von der Größenordnung des Volumens v" ist 
und folglich mit steigender Zahl n der Würfel beliebig klein gemacht werden 
kann. Beim Zusammenziehen der Gesamthülle verschwinden auch alle Größen ti, 
so daß wir ab Grenzwert erhalten: 

hm — a) tpdf — hm ^ ' v-^ — = 79). 

Folglich gilt 128 bei einer beliebigen Form der Hülle, wenn nur die Funktion ^ 
und Vqp im ganzen von der Hülle eingeschlossenen Raum stetig bleiben. Man 
kann also jedesmal die Form der Hülle den Bedürfnissen der Rechnung anzu- 
passen suchen. 

Die rilumliche Ableitiung von OrtsfunktioDen spielt in der Tektior- 
ftnalysis eine außerordentlich wichtige Rolle. Wie wir später sehen 
werden, ist sie nicht nur auf skalare Ortsfunktionen, sondern auch auf 
beliebige Funktionen von skalaren und vektoriellen Ortsfunktionen an- 
wendbar. Wie bei der Bildung einer gewöhnlichen Ableitung die Werte 
der Funktion fUr benachbarte Werte des Argumentes berücksichtigt 
werden, so werden auch bei der Bildung einer räumlichen Ableitung die 
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gO Der Gntdient gleich der r&arolii^eti Ableitung. § 17 

Werte der Ortsfucktion fOr alle den Aufpunkt umgebenden Punkte berück- 
sichtigt. 

Bei der Untersuchung der Änderung einer skalaren Ortsfunktion in 
der Umgebung des Äufpunktes kamen wir im § 16 auf einen Vektor, den 
wir als den (Gradienten der Ortsfunktion definiert haben. 
Wir wollen jetzt zeigen, daß dieser Vektor mit der räum- 
lichen Ableitung der Ortsfunktion identisch ist, daß also 

189 \\m—- £ <fd] = Y9i = grad^i. 

Um dies zu beweisen, benutzen wir die Eigenschaft der 
räumlichen Ableitung, daß ihr Wert von der Form der 
fifew&hlten Halle unabhängig ist. Wir wählen als Hülle 
einen Kreiszjlinder, dessen Achse parallel zu grad f ge- 
richtet ist (Fig. 27); die Orundflichen des Zylinders mögen 
den Flächeninhalt /' haben, der Aufpunkt Pg befinde sich auf der Zylinder- 
achse, im Abstände -~- TOn jeder Qrundfiäche. Die Richtung von grad ^ 
bezeichnen wir mit dem Einheitsvektor n. Das Integral über die Mantel- 
fläche dieses Zylinders ist Null, weil f auf jedem Parallelkreis einen 
konstanten Wert hat (nach 124) und weil die Vektorsumme der Flächen- 
elemente d\ auf jedem Parallelkreis aus Symmetriegründen verschwindet. 
Es bleibt also nur dos Integral über die Grundflächen auszuwerten, die 
zu grad f senkrecht sind. Die Funktion f hat auf jeder dieser Flächen 
einen nahezu konstanten Wert, und zwar auf der einen Fläche den Wert 

und auf der anderen 

? = ?o - -|- n grado tp (vgl. 124). 

Unter Berücksichtigung der Richtung der äußeren Normalen auf den 
Grundflächen erhält man schließlich: 

f^d^ =/n (To + -g- n grado (p) -/n (to — -g- n Sra^o t) 
— /A gradß y = « grad^ ip. 
Es ist also in einem beliebigen Punkt P 

V<p = grad f. 
Dadurch ist die Gleichung 129 bewiesen. 

Wir können noch bemerken, daß der DiSerentialoperator 7 in recht- 
winkligen Koordinaten symbolisch durch 
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§ 18 Der Bjmbolische Nablavektor. 81 

,30 , = i^+j_^+,^ 

ausji^drückt werden kann. Multipliziert man nämlich diesen Ausdruck 
mit 9, indem man -x--, -g--, -^ als skalare Gröfieo behandelt, so 
«rhält man 

'"P-'W + 'W + 'lT 
und diese Formel ist schon frOher (siehe Glleichung 123) fOr grad f ab- 
geleitet worden. 

Wir werden die EigenschafteD des Vektors grad f noch näher 
studieren mdssen bei der Untersuchung der vektoriellen Ortsfunktionen, 
zu denen wir im nächsten Paragraphen übergeben wollen. 

^Aufgabe 63. Mao beweise den Satz; Wenn eine Funktion f mit 
ihrem Qradienten in einem bestimmten Kaumteit V eindeutig und stetig 
ist, so gilt die Formel 

£ d^f =JdvgTBid f. 

In Worten: das Baumintegral Tdv grad f , erstreckt Über den Baum V, 

fUr den ^ und grad f eindeutig und stetig sind, ist gleich dem Hfillen- 
integral Sd^f, erstreckt Über die Gesamtoberfl&che von F. 

*Aufgabe 64. Man nehme ein schiefwinkliges KoordinatensTstem 
Ozye, dessen Achsen zu den Einheitsrektores m, n, p parallel sind, und 
bilde für den Operator v «inen der Formel 130 entsprechenden Ausdruck. 

^Aufgabe 65. 

a) Man berechne das HOUenintegrat £ d^ • er- 

b) Man berechne das HUllenintegral £td\ ' zi. 

c) Man berechne das HUllenintegral £td^ • r. 

d) Man berechne das EOUenintegral S[cdU[ct]. 
( ist ein konstanter Einheitsvektor. 

§ 18. Vektorielle Ortsfunktionen. Richtungeableitungen. 

Wir wollen jetzt solche Vektoren betrachten, die in einem gegebenen 
Raum von Punkt zu Punkt veränderlich sind. Ein Vektor habe in einem 
Punkt P den Wert K und nach einer Verschiebung des Aufpunktes um 

Spieltein, Tektarrecluinne. 6 
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g2 RichtuugaablfliliDDgeii inBammeagMetttar AaBdrflcke, § 19 

dz= ids den Wert %. Dann können wir die Ableitung von 31 in der 
Richtung des Einheitsvektors i definieren ab: 



Diese Ableitung bezeichnet man auch mit einem etwas kompliziertereD 

Ausdruck 

131a ~::.&gni'% 

oder 

131b 7^ = 07'«. 

Ganz allgemein bedeutet 9 grad • 91 die Ableitung von 3( nach der 
Richtung von 9 mal dem Betrag von 39. Die Entstehung dieser 
Bezeichnungsweise werden wir erst später angeben. 

Han erhält die Bichtungsableitungen von zusammengesetzten 
AusdrOcken, in denen mehrere stetig variable Skalare und Vektoren 
vorkommen, indem man die Änderung jeder variabela Grfifte einzeln be- 
rücksichtigt. Man erhält in dieser Weise: 

132 ^(a + 8)=S|. + ^, 

132. ^(,a, = y^ + 3,^, 

I32b ^(gs) = 9ll?-+9l|-, 

132„ Ä»9] = [«Tl] + [Tf4 

i32d -^ (asa = [SS] -If- + [86] ^ + [sa] -Ir ""'• 

Der Beweis ist derselbe, wie für die gewShnlichen Ableitungen nach einer 
skalaren Veränderlichen. Doch ist auch hier darauf Rflcksicht zu nehmen, 
daß die Richtungsableitungen nicht alle Regeln der gewöhnlichen Diffe- 
rentialrechnung befolgen : bei der Berechnung von zweiten Ableitungen, 
bei der Differentiation von Funktionen, deren Argumente wiederum Funk- 
tionen anderer QrSßen sind, ist daher Vorsicht am Platze. 

Wir haben im § 16 fDr eine stetige skalare Grdße einen Vektor 
gefunden, dessen Projektion auf eine beliebige Richtung die Ableitung 
der QrSße nach dieser Richtung angab. Jetzt wollen wir eine ähnliche 
Rechnung fOr vektorielle Ortsfunktionen durchzuführen versuchen. Wie 
im § 16, so wollen wir auch hier die Verschiebung äT = &ds des Auf- 
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§ 18 Betrag der Kiohtaugaableitnng. gg 

pnnktes einer vektoriell«]i Ortsfunktion 91 in Komponenten nach drei nicht- 
komplansren Richtungen zerl^en: 

133 ids = \dx-\- idi/-{-1de. 

Die Grundvektorfln i, ], { seien zu den Achsen Ox, Oy, Oz eines recht- 
winkligen Koordinatensystems parallel. Haß kann dann den Vektor % 
als Funktion der Koordinaten x, y, s betrachten, und die Ableitungen 
von % in den Richtungen i, j, I werden mit den partiellen Ableitungen 
Ton äC nach v, y, e identisch. Wenn 91 eine eindeutige und stetige Orts- 
funktion ist, so wird 31 dieselbe Änderung erfahren, bei den drei nach- 
einander au^eftihrten Verschiebungen \dx, \dy, tde des Aufpunktes, 
wie auch bei der direkten Verschiebung fi ds. Das heißt, es gilt ftlr eine 
beliebige Richtung i 

134 .^ds = -^dx + ^^-dy^-^dz. 

(Selbstverständlich braucht hier -j^ im allgemeinen nicht parallel zu i 
zu sein.) Die Gleichungen 133 nnd 134 gelten gleichzeitig bei beliebigen 
Werten Ton dx, dy, de; es ist aber jetzt nicht mehr mßglich, einen 
Vektor zu finden, aus dessen Projektion auf eine beliebige Richtung fl die 
Ableitung -ä— gefunden werden könnte. Andererseits bestimmt aber die 
Gleichung 134 den Vektor -g— fttr jede Richtung S als eine lineare 
Funktion der drei partiellen Ableitungen -j^, -j—, -g— , also Ton drei 
Vektoren. Die Kenntnis dieser Ableitungen genflgt also, um für jede 
Richtung S den Vektor -j-- nach Größe und Richtung zu bestimmen. Die 
Riclitnngskosinusse des Vektors ä seien 

i,=.=4=., i,=p=^, ,,=,=^, 

so dafi man die Gleichung 134 auch in der Fonn 

lä*» -rr^'Ts + f-dV + ^'Ji- 

schreiben kann. 

beide Seiten dieser Gleichung und erhalten 

(^)"= '■ (#)•+?' (-§!)■+,■ (-if)' 
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S4 B&umliche Ableitnogen eines Vektors. g 19 

Wir Bdhen, dafi (~^t) ^'"^ homogene quadratische Funktion der neun 
Projektionen Ton -j—, -j— , -gr- ist, die man erhält, wenn man in 135 
die skalaren Produkte dieser Vektoren als Funktionen ihrer Projektionea 
ausrechnet, {-jj-) ^^^ ^^^'^ '^^^^ ^^°^ homoj^ene quadratische Funktion 
der Richtunf^skosinusse a, ß, 7. 

Betrachten wir -^— als Komponente einer Größe, so sehen wir. 
dafi diese Größe von einem höheren Grad ist als ein Yektor, dessen 
Projektion auf eine beliebige Richtung als lineare Funktion seiner 
Projektionen auf drei feste Richtungen ausdrflckbar ist (vgL: Erster 
Teil, § 8, S. 22). Wie aus einer skalaren Ortsfunktion durch räumliche 
Differentiation der Gradient abgeleitet worden ist, also eine geometrische 
Größe höherer Ordnung als ein Skalar, so wird auch aus einer vektoriellen 
Ortsfnnktion eine Größe höherer Ordnung, als ein Vektor abgeleitet. Zur 
Bestimmung dieser Größe sind im allgemeinen neun Zahlenangaben nötig. 
Diese Größen, die keine Vektoren sind, werden wir in der Affinor- 
analysis etwas näher betrachten. Jetzt aber suchen wir andere W^e, 
um die Differentialeigenschaften der Vektoren zu studieren. 

""Aufgabe 66. Man berechne cgrad*r, wo c ein konstanter Ein- 
heitsvektor ist. 

* Aufgabe 67. Eine Schar von Kurven erfüllt einen gegebenen 
Raum. Die Tangentenrichtung ist in jedem Punkt durch den Einheits- 
vektor l bezeichnet. Welche geometrische Bedeutung hat der Aus- 
druck t grad* t? 

§ 19. Räumliche (Juugsche) Ableitung vektorieller Orts- 
funktionen. Divergenz. Gaußscher Satz. 

Wir werden jetzt versuchen, die räumliche Differentiation, 
die wir fOr skalare Größen eingefDhrt haben, auch auf Vektoren anzu- 
wenden. Um einen festen Punkt Pq in einem gegebenen Vektorfelde 
konstruieren wir eine Hülle, die wir in Flächenelemente fjf zerlegen, 
und bilden das HDllenintegral aus dem Produkt des Feldvektors 31 mit 
dem Flächenelement df. Da wir bis jetzt zweierlei Produkte von zwei 
Vektoren kennen , so köunen wir auch zwei Hullenintegrale bilden, 
nämlich 

^dfa und /[dfa]. 

Dividiert man diese Ausdrücke durch das von der Hülle emgeschlossene 
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Volumen V und zieht die Hülle auf den Punkt Pg zusammen, so erhält 

man zwei Differentialausdrücke : 

136 V9t = lim~^df9I, 

136 a [va] = Umi/[rffa]. 

Die Wahl der Bezeichnutigen 79[ und [79t] fUr diese DifferentialausdrQcke 
werden wir später noch ßäher begründen, vorläufig merken wir uns nur, 
daß diese Bezeichnungen so entstanden sind, dafi man aus v und % die- 
selbe Kombination gebildet hat, wie unter dem Integralzeichen aus d\ 
und 91. Beide AusdrDcke sind von der Form der Hülle unab- 
hängig, was man durch genau dieselben Überlegungen, wie in 
§ 17 bei der Berechnung von VTi beweisen kann. Man wird also auch 
hier für die Berechnung der DifferentialausdrOcke eine geeignete Form 
der Hülle annehmen kOnnen. Voraussetzung ist dabei, ebenso wie im 
§ 17, daß nicht nur der Vektor, sondern auch seine räumliche Ableitung 
stetig ist. 

Wir wollen in diesem Paragraphen den ersten Differentialausdruck V % 
näher studieren. Man nennt ihn auch die Divergenz des Vektors % 
und bezeichnet ihn mit 

137 div3t^V3C- 

(Auch hier wollen wir bemerken, daß die im ersten Teil eiogefOhrte 
Flächendivergenz Div S eine Ausartung von dir 31 fUr unstetige 
Vektoren ist; vgl. § 25.) 

Die Berechnung der Divergenz eines Vektors ist besonders einfach, 
wenn er eine konstante Richtung bat, z. B. wenn 

wo in ein konstanter Einheitsvektor ist; wir können dann nach der De- 
finition der Divergenz schreiben : 



div in^n = lim — £ä^mAm= ta lim -- £ d\Am 



also 
138 



denn nach Formel 129 ist hm -- £ d\ Am nichts anderes als der Gradient 

der tkalaren Ortsfunktion Am. Wir erhalten somit den wichtigen Satz: 
Die Divergenz eines Vektors von konstanter Richtung ist 
gleich der Ableitung seines Betrages nach dieser Richtung. 
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Wählt man ein Koordinatensystem Oxyss, dessen Achsen mit drei 
nichtkomplanarea Einheitsvektoren m, n, p gleichgerichtet sind, so kann 
man einen heliebigen Vektor 91 in seine Eomponeoten nach diesen Achsen 
zerlegen ; 

« = 9U + a, + a- = m^^ + n^ + p A; 
da aber selbstverständlich 

189 diT (3- + a, + a.) = div a. + div a, + div a, 

itt, so gilt für einen beliebigen Vektor: 

MO ii,»=-Yj:-+^+-\f=^+-if-+^- 

Wir heben besonders hervor, daß diese Formel auch fUr ein schief- 
winkliges Koordinatensystem gilt. 

In der Aufgabe 64 haben wir gesehen, daß man bei einem schiefwinkligen 
Koordiaaten System, dessen Achsen parallel zu den drei Einheitsvektoren m, n, p 
sind, den Gradienten einer skalaren Ortsfunktion ip erhalt, wenn man den sym- 
bolischen Ausdruck 

' = »'-Ä + «'^+''-^ 

mit dem Skalar (p symbolisch multipliziert. Ebenso erhält man die Diver- 
genz eines Vektors a, wenn min diesen Ausdruck mit a symbolisch skalar 
multipliziert; 

div « = 7 a = (m' -^ + n' -^ + / -^) (m^ + na, + JA,) 

o Am , a Af . 6 Ai 

~ Sx ~^ dy ~^ dz ' 
denn m', n', p' sind die zu m, n, p reziproken Vektoren, so daß die Beziehungen 
gelten : 

mm' = nn' = ?)/= 1 

inn' = 0, mp' = 0, . . ., pn' = 0. 

WennOxye ein rechtwinkliges Koordinatensystem ist, so 
sind die Skalare ^s, A,, At gleich den Projektionen von a auf Ox, 
Oy, Ob. Nimmt man die Koordinatenachsen parallel zu den Grund- 
vektoren i, i, t an, so erhält man 

ZAf 1 dA. _ g(gi) 1 3(ai) , 3(gr) 
dy '^ dz " dx '^ dy '^ dz 

-' dx ^^ dy +* dz- 

Auch hier können wir div a als skalares Produkt des symbolischen Vektors 



141 div a = -^— -\- -^rr- + --äT- = -?^ + -2^- + - 



r + i^ + t 



dz 
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§ 19 Der Oaußsche Satz. Eindentigkeit. 87 

mit S betracht«n, indem wir 

3 3 3 
dx' 3tf' da 

als skalare GrSBen behandeln. 

Wir nehmen jetzt an, daß in einem bestimmten Raum V der Vektor 3 
mit seiner Divergenz eindeutig; und steti]; ist, und suchen das Raum- 
integral /div 9(2v in ein HQllenintegral umzuwandeln. Zer- 
legen wir V in unendlich kleine Volumelemente dv, so kSnnen wir ent- 
sprechend der DeSnition der Divergenz fDr jedes Volumelement schreiben 

divadr = ^dfä, 

wo das Hflllenintegral Ober die Oberflilche des Yolumelementes dv 
zu erstrecken ist Summieren wir die linken und die rechten Seiten 
dieser Gleichung für alle Volumelemente des gegebenen Raumes, so er- 
halten wir links das gesuchte Raumintegral. Die Summe der HUllen- 
integrale rechts ist aber gleich dem Über die Gesamtoberfl&che F des 
gegebenen Volumens V erstreckten Hfllienini^ral. So erhalten wir den 
aus der Analysis bekannten GauBschen Satz: 

In Worten: Das Raumintegral der Divergenz eines Vektors 
in einem gegebenen Raumteil T ist gleich dem Hollen- 
integral dieses Vektors, erstreckt Ober die Gesamtober- 
fläcbe F des Integrationsgebietes Y. Dabei mufiten wir schon 
deswegen die Stetigkeit von S und div 3 voraussetzen, weil wir nur 
anter dieser Voraussetzung die Divei^enz unabhängig von der Form der 
HoUe definiert hatten. FUr die Gültigkeit des Gaufi sehen Satzes setzten 
wir aber auch die Eindeutigkeit des Vek- 
tora 31 voraus und zwar aus folgenden Gründen : 
Wir kSnnen die Summe der HaUeniotegrale 
über die Oberflächen einzelner Volumteile nur 
dann durch das HUllenintegral Ober die Gesamt- 
oberfläche ersetzen, wenn zu beiden Seiten der 
Trenn^che zwischen zwei beliebigen Volum- 
«lementen der Vektor % denselben Wert hat 
Denken wir uns jetzt, der Vektor 3t wäre nicht 
eindeutig. Wir wählen z. B. als HoUe des Volumens Y die Mantelffilche 
eines Ereisringes, dessen Achse zur Zeichenebene senkrecht ist (Fig. 28). 



0A 



„Google 



gg Mehrfach zuaammeuhaugeiides IntegtatiaiiBgebiet. § 19 

Wir setzen % ^ (pc, wo <p der Äzimutwinkel der Meridianebenen sei. Der 
Vektor fv ist stetig, aber nicht eindeutig, denn fttr denselben Aufpunkt 
kann f um ein ganzes Yielfacbes von 2n vergrAßert oder verkleinert 
werden. Versuchen wir jetzt die H Ollen integrale Ober die einzelnen 
Volumteile dieses Kreisringes zu summieren, indem wir bei den an die 
Meridianebene ^ = angrenzenden Yolumteilen anfangen, fQr die wir, 
entsprechend dem Wert (p = 0, den Betrag Null des Feldvektors an- 
nehmen. Verfolgen wir die Reihe der Volumteile, die sich auf einem 
zur Zeichenebene parallelen £reis r* = const. befinden, so wächst der 
Betrag von (pl proportional dem Winkel f. Nach einem vollen Umlauf 
kommen wir an solche Volumelemente heran, die bei ^ = 2« auf der 
anderen Seite der Meridianebene liegen, wie die Volumelemente mit dem 
Betrag Null. Die Beiträge zu den HfiUenintegralen auf der TrennebflD& 
7 = heben sich nicht gegenseitig auf, und man erhält die Formel 

143 fäiv adv = / df at +/ df 91 = ß dUf + 2«fd^t, 

wo das zweite Flächenintegral Über die Schnittfläche des Kreisringes mit 
der Meridianbalb ebene tp := zu erstrecken ist. Dabei ist es wesentlich,, 
daß der gewählte Baum F* nicht einfach zusammenhängend ist. 
Eine Linie heißt bekanntlich einfach zusammenhängend, wenn si» 
durch jeden ihrer Punkte in zwei voneinander getrennte Teile zerlegt 
wird. So ist jede geschlossene Linie mehrfach zusammenhängend. Ein- 
fach zusammenhängend heißt eine Fläche, die durch jeden Schnitt in 
zwei getrennte Flächen zerlegt wird. Die Kugelfläche ist einfach zu- 
sammenhängend, die Kreis ringober fläche ist zweifach zusammenhängend^ 
weil sie durch einen Meridianschnitt den Zusammenhang nicht verliert. 
Einfach zusammenhängend heifit ein Raum, der durch jede Schnittfläche 
in zwei getrennte Räume zerlegt wird. Der Raum zwischen zwei kon- 
zentrischen Kugelflächen ist einfach zusammenhängend, der Kreisring ist 
zweifach zusammenhängend, weil ein Meridianschnitt den Zusammenbang 
des Kreisringes nicht aufhebt. In einem einfach zusammenhängenden Raum 
wird es niemals vorkommen, daß eine stetige Funktion bei Herumftthrung 
des Aufpunktes auf eiser geschlossenen Kurve in zwei benachbarte» 
Funkten Werte erhält, die sich um eine endliche Größe voneinander 
unterscheiden: wenn die Funktion auch mehrdeutig ist, so wird man 
ihr immer bei HerumfQhrung in einem einfach zusammenhängenden 
Baume Werte erteilen können, die zu demselben Zweig der Funktion 
gehören. 

Wir können also die Gültigkeit des Gaußschen Satzes auch auf 
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§ 19 Mehrfach znaammenhängeodeB lotegTationsgebiet. 



mehrdeutige Funktionen ausdehnen, nur müssen wir voraussetzen, da8 
das Integrationsgebiet einfach zusammenhängend ist. Wenn aber 
das Integrationsgebiet nicht einfach zusammenhängend ist, so kann man 
durch geeignete Schnittäächen , deren beide Seiten dann zu der 
Gesamtoberfläcbe zu zählen sind, ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet erhalten. So wäre dann im Falle der Fig. 28 die Schnittfläche 
7 = anzubringen, dann wäre das zweite Integral in 143 in dem Hallen- 
integral mitinbegriffen , und es wäre also auf diese Gesamtfläche die 
Formel 142 anwendbar. 

Wenn a, ß, f die Richtungskosinusse der Flächennormale sind, so 
kann man den GauSschen Satz auch in der Form schreiben: 

144 fA^df=f(oLA,-^^Ar-i-1Ä,)d/=fdvdiv3i 

oder 

144a / l(A,dydz + A,dedx-i-A,dxdy) 

Diese Formel ist natürlich der Formel 142 äquiralent. 
*Aufgabe 68. Man beweise, daß 

dir X3I = X diT 31 + a grad X, 
oder mit dem Zeichen Kabla: 

v(xa) = xva + av>'. 

'Aufgabe €9. Man berechne: 

a) div r, di? (c • er), dir [c[rc]], 

b) diyr, (ro=^), 

c) div [er] (c = const.), 

d) diT fv, wo tp das Azimut einer um die Achse [cij = rotieren- 
den Ebene ist. 

'Aufgabe 70. Man beweise, daß 

S grad ■%"\imy-f^ä^-'S 

ist, wo 99 ein beliebiger konstanter Vektor und V das von der HuUe 
eingeschlossene Volumen ist. 
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•Aufgabe 71. 

a) Han bereclme dir ^(r)r. 

b) Welcbe Form muß die Funktion ^(r) haben, damit div ^ir)t = 
wird? 

Aufgabe 72. Man beweise, dafi die Dirergenz eines beliebigen 
Vektors 3t dat^estellt werden kann in der Form 

■ä" ä" = ilr C "•'* + -Ä- (ä" "'> + -^ '* 1^' • 

WO -g^, "ä^t ■ä^ die Ableitangea in den Richtungen dreier beliebiger 
EinheitsTektoren m, n, ;> sind und m^ n', p' die zu m, n, p reziproken 
Vektoren sind. 



§ 20. Hydrodynamische Deutung der Divergenz. Vektorfluß. 

Wir nehmen an, daß ein Vektor 9 in jedem Punkt die Geschwindig- 
keit des dort befindlichen Teilchens einer strömenden, unzusammen- 
drflckbaren FlOssigkeit (z. B. Wasser) darstellt und daß die Flüssigkeit 
einen gegebenen Raum iQckenlos ausfUllt, so daß der Vektor % eine 
stetige Ortsfunktion wird. Dann stellt das Produkt äf§( das Flttssigkeits- 
volumen dar, das in der Zeiteinheit durch das Flacben- 
^K^9- element df bindurchfließt. Denn die Flttssigkeitsteilcben, 
die sich im gegebenen Augenblick auf dem Flächen- 
element (if befinden, erleiden in der Zeiteinheit eine Ver- 
schiebung äl, so daß die hindurchgeflossene Flüssigkeit 
das Volumen eines schiefen Zylinders einnimmt, dessen 
Qrundfläche d f ist und dessen Höbe gleich der Projektion von 9t auf äf 
ist (Fig. 29). 

Das F^chenint^al JäfSt stellt dann das in der Zeiteinheit durch 
p 
die Fläche F strömende FlOssigkeitsTolumen dar. Man nennt des- 
wegen dieses Flächenintegral den Fluß des Vektors 31 durch die 
Fläche F und behält diese Bezeichnung auch dann bei, wenn der Vektor 3( 
mit einer strömenden Flüssigkeit nichts zu tun bat. Wenn die Fläche F 
eine geschlossene ist, so bedeutet das HfiUenintegral £ d^3l das Volumen 
der in der Zeiteinheit durch diese geschlossene Fläche strömenden Flüssig- 
keit. Wenn df mit der äußeren Normale der Hulle gleichgerichtet ist, 
so wird (jfS positiv, wenn die FlOssigkeit an der betreffenden Stelle 
von innen nach außen strömt, negativ im umgekehrten Falle. Das 
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Hüllen integral bedeutet also im allgemeinen den Überscliuß des aus 
-dem Inneren he rauaSieB enden Volumens über das bineinflieSende. Wir 
kSnnen auch sagen, daß das HoUenintegral das Volumen der heraus- 
strömenden Flüssigkeit angibt, venu wir dieses Volumen algebraisch auf- 
fassen (negativ im Falle der hineinströmenden FIflssigkeit). 

Betrachten wir jetzt eine unendlich kleine HOlle, die einen gegebenen 
Punkt Po umschließt. Wenn der Vektor 9t wirklich die Geschwindigkeit 
«iner strömenden inkompressiblen Flüssigkeit darstellt, so kann das Flichen- 
integral Ober diese Hülle nicht ron Null verschieden sein, denn beim 
positiven Hüllenintegral müßte dann im Innern ein Hohlraum entstehen, 
was der Annahme einer lückenlos strömenden Flüssigkeit widerspricht, 
beim negativen Hüllenintegral müßte Flüssigkeit hineinströmen, die Flüssig- 
keit also komprimiert werden. Es muß also nach dem Gauß sehen 
Satze 142 der Vektor 31 die Bedingung div 31 = erfüllen. 

Wollen wir einen beliebigen Vektor 9( durch die Strömung einer 
inkompressibeln Flüssigkeit darstellen, so mUssen wir arinebmen, daß an 
den Stellen, wo div 91 positiv ist, neue Flüssigkeit entsteht; div 91 zeigt 
dann die Ergiebigkeit dieser Quelle an, d. h. das in der Zeit- 
«inheit und in einem Raum gleich der Volumeinheit neu entstehende 
Flüssigkeitsvolumen. Wenn div 3E negativ ist, so befindet sich an der 
4)etreffenden Stelle eine Senke der Flüssigkeit, denn es muß in diesem 
Fall Flüssigkeit verschwinden. Wenn in einem Baumteil der Feld- 
Tektor durchweg der Bedingung div 91 ^ genügt, so sagt man, daß 
der Vektor dort quellenfrei ist. So könnte z. B. die Qeschwindig- 
Iceit einer inkompressibeln Flüssigkeit, die in jedem Punkt in der Rich- 
tung des Radiusvektors strömt, durch den Vektor -rr dargestellt worden, 
weil dieser Vektor nach Aufgabe 71 quellenfrei ist. Der Punkt t = ist 
aber vom Felde auszuschlieSen, weil für ihn der Betrag des Feldvektors 
unendlich wird. 

Vernachlässigt man die sehr geringe Kompressibilität des Wassers, so 
sieht man, daß der Geschwindigkeitsvektor des strömenden Was- 
sers stets quellenfrei ist. Das ist eine in der Theorie der Wasserturbinen 
immer gemachte Annahme, 

Betrachtet man eine Wärmeströmung, indem man die Wärme als Substanz 
behandelt — wie man es in der analytischen Wärraetheorie zu tun pflegt — , 
so wird die Geschwindigkeit der strömenden Wärme in jedem Punkt nach Größe 
und Richtung durch den Vektor @ = a grad & dargestellt, wo a eine negative 
Materialkonstante und & die Temperatur des Körpers an der betredenden Stelle 
ist. Das Hüllenintegral Q=i <b @äf bedeutet die in der Zeiteinheit durch die 
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Hülle fließende Wärmemenge Q. An den Stellen, wo div ® positiv ist, befindet 
sich eine Wärmequelle, an den Stellen, wo div ® negativ ist, eine Wärme- 
senke, die Wärme wird dort absorbiert. 

Aus dem Gaußschen S&tz köunen wir noch eine sehr wichtige 
Folgerunt; ableiten : Der Fluß eines quellenfreien Vektors durch 
eine Fläche mit gegebener Randkurve ist von der Form 
dieser Fläche unabhängig. Denken wir uns zwei rerschiedene 
Flächen, die dieselbe Randkurve haben; sie bilden zusammen eine HoUer 
und nach dem Oaußscben Satz ist das entsprechende Hullenintegral Null. 
Es muS also der durch die eine Fläche eintretende Fluß gleich dem durch 
die andere Füiche austretenden sein, was auch zu beweisen war. 

'Aufgabe 73. Ein hörnerner Kdrper ist durch zwei konzentrische 
Kugeloberflächen begrenzt, die auf konstanter Temperatur gehalten werden. 
Wie wird die Temperaturrerteilung im Inneren des Körpers, wenn sich 
im Körper keine Wärmequellen befinden? 

'Aufgabe 74. Dieselbe Frage, wie in Aufgabe 73, fOr einen EJJrper* 
der durch zwei konzentrische, unendlich lange Ereiszylinder begrenzt ist. 



§ 21. Geometrische Darstellung eines Vektorfeldes. Vektor- 
linien und Vektorröhren. 

Um die Richtung eines Vektors ä( in jedem Funkt eines gegebenen 
Baumes darzustellen, konstruiert man die Vektorlicien des Feldes, das 
sind Linien, deren Tangente in jedem 
Punkt die Richtung des Fetdvektors 
^»1 weist. Man erhält diese Linien in fol- 

gender Weise: Von einem Punkt Pg aus- 
nimmt man eine kleine Strecke PgPir 
parallel zu % (Fig. 30), von P, aus eine Strecke P^JP, parallel zu 91^ 
(zu dem Wert von 3t im Punkte P,) usw. Im Grenzfall, wenn die 
Strecken PoP), PiP, . . . unendlich klein werden, wird die gebrochene 
Linie P^P-^P^.. . mit der durch P„ gehenden Vektorlinie kongruent. Es 
sei r der Radiusvektor der Vektorlinie ; ihre Tangente ist parallel zu de, 
so daß die Bedingung 
145 [adt]=0 

die vektorielle Differentialgleichung dieser Vektorlinie ist. Wir 
sehen, daß man den Vektor 3t mit einem beliebigen variabeln Faktor X 
multiplizieren kann, ohne die Form der Gleichung zu ündern; der Be- 
trag des Feldvektors bat keinen Einfluß auf die Form der 
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Tektorlinien. Man nennt diese Vektorlimen oft die Kraftlinien des 
Feldes. Diese Bezeiclinung rtlhrt daher, daß man zuerst solche Linien im 
Vektorfelde einer Kraft betrachtet hat. Jedermann kennt die magneti- 
schen Kraftlinien, die darch Eisenfeilspäne in der Nähe eines Magnetes 
gebildet werden. Das sind die Vekkorlinien des Vektors der m^netischen 
Feldstärke. Eine Vertikale ist die Vektorlinie im Felde der Erdbeschleu- 
nigung usw. 

Die Integration der vektorielleD Gleichung 145 bestimmt eine zwei- 
fach unendliche Zahl ron Vektorlinien, die den ganzen gegebenen Raum 
ausfallen. Wir bestimmen z. B. die Linien des Vektors 31 = [ci], wo c 
ein konstanter Einheitsvektor ist. Die Differentialgleichung der Vektor- 
hnien wird hier 

146 [[er] dt] = = r . cÄt — c • r rfc. 

Auf der Geraden [er] = ist der Feldvektor S = 0, es hat also 91 dort 
keine bestimmte Richtung. Durch die Punkte dieser Geraden gehen dem- 
nach keine bestimmten Vektorlinien. Äußerhalb dieser Geraden ist aber r 
nicht parallel zu C, und die Gleichung 146 kann nur dann erfallt werden, 
wenn r die Gleichungen 

c dr = und ' t dr = 
befriedigt. Man integriert sofort diese Gleichungen und erhält die Vektor- 
linien als ScbaitUinien der Kugeln i* ^= const. mit den zu c senkrechten 
Ebenen er = const. Die Vektorlinien bestehen also aus konaxialen Kreis- 
linien mit der gemeinsamen Achse [er] =0. 

In komplizierteren Fällen ist es zuweilen Torteilhafl, 31 und r in 
ihre Komponenten zu zerlegen. Dann wird aus der Gleichung 145: 
i j f 
A, A, Ä. =0, 
dx dy dg 



[a dr] = 

«der ausgerechnet: 

147 .^ = Al. = -^ 

Ax, A„ Am sind skalare Funktionen von a:, y, «. I^ Integration dieser 
zwei Differentialgleichungen arater Ordnung ergibt zwei Beziehungen 
zwischen x, y, e mit zwei willkOrlichen Integrationskonstanten. Man er- 
hält also eine zweifach unendliche Schar der Vektorlinien. 

Wir betrachten im Felde des Vektors 31 eine geschlossene Karre. 
Die Vektorlinien durch alle Punkte dieser Kurve bilden eine RShre, 
die wir Vektorlinienrdhre oder einfach Vektorröhre nennen wollen. 
Man s^ auch sehr oft Kraftlinienröhre oder Kraftröhre. Die Kraft- 
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rObrea besitzen die charakteristische Eigeoschafl, dafi der Fluß durch 
einen beliebigen Teil ihrer Oberfläche gleich Kuli ist, denn fDr jeden 
Punkt dieser Oberfläche ist a «ff = 
^*"- {Kg. 31). 

Für einen qnelleafreien Vektor 
folgt daraus, dafi sein Floß durch 
'' einen beliebigen Querschnitt einer 
Eraftröhre einen konstanten, von der 
Form des Querschnittes unabhängigen 
Wert hat; denn zvei beliebige Schnitt- 
flächen JP, und F, bilden mit der 
dazwischenliegenden Hantelfläche eine 
Hülle; da aber das HQllenintegral eines quellenfreien Vektors Null ist, 
60 wird 

r, Pt 

Der durch die Fläche F, eintretende Fluß ist gleich dem durch JP, aus- 
tretenden (vgl. S. 90). 

Hau bann dann das ganze Feld in Einheitsröhren einteilen, 
d. h. in Kraftröhren, die alle denselben Querscbnittsfiuß haben, den man 
als Einheit wählen kann. Nimmt man als EinheitsrOhren die Eraftrfihren 
mit genügend kleinem Querschnitt, so kann man tta eine Anzahl dieser 
Röhren eine Ebene finden, die alle Köhren annähernd senkrecht schneidet. 
Die Zahl der darcb die Flächeneinheit gehenden EinbeitsrOhren ist dann 
proportional dem Betrag des Feldvektors an der betreffenden Stelle. 
Je dOnner die Einheitsröhren genommen werden, desto genauer gibt ihre 
Dichte den Betrag des Feldvektors an. An den Stellen, wo der Betrag 
des Feldvektors größer wird, rOcken die EinheitsrShren dichter an- 
einander, an den Stellen, wo der Betr^ des Feldvektors kleiner ist, wird 
auch die Einheitsröhrendichte kleiner, der Querschnitt der Einheitsröhren 
größer. 

Diese Überlegungen haben zu folgender Konstruktion der Kraft- 
liuienbilder geführt. In einem Feldpunkt Pg legt man ein zur Kraft- 
linie durch Pg senkrechtes Flächenelement und auf diesem Flächenelement 
zeichnet man eine, dem Betrag des Feldvektors proportionale Zahl von 
Kraftlinien. Dasselbe Verfahren wiederholt man auch für benachbarte 
Punkte, und so teilt man das ganze Feld in eine Anzahl von Kraftlinien; 
ihre Richtung stimmt mit der Vektorrichtung in jedem Punkt Obereint 
ihre Dichte ist dem Betrag des Feldvektors proportional. Die Zahl dieser 
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Kraftlinien, die eine gegebene FlScbe im Felde durchstofien, ist ein Maß 
fQr den Eraftäuß des Feldrektors durcli diese FUlche. Uan liest des- 
wegen ößers in technisclien Büchern die Bezeichnungen „KrafUinienzahl' 
anstatt .Eraflflufi'' und , Kraftliniendichte" anstatt „Betr^ des Feld- 
yektors*. 

Diese an sich harmlose und azur Veranscbaulichungc dieneude Darstel- 
lung des Kraftflusses durch die Kraftlinie uzahl hat in Wirklichkeit sehr viel 
dazu beigetragCD, eine unklare Vorstellung tod dem Krafttluß in den tech- 
nischen Kreisen zu verbreiten. Am besten sieht man das beim Induktionsgesetz: 
Im Felde eines zeitlich variabeln Vektors, nämlich der magnetischen Induktion 3 
betrachten wir eine geschlossene Linie als Randkurre einer Fläche F. Der 
Umlaufssinn auf der Randkurve bestimmt die Richtung der positiven Normale 
auf der Fläche F. * =Jdf^ ist dann der Fluß des Vektors S durch die 

F 

Fläche F, der auch InduktionsfluQ genannt wird. Die in der Randkurve im 
gewählten Umlaufssinn «induzierte elektromotorische Kraft« E ist gleich der 

d^ 
Abnahmegeschwindigkeit des Flusses ^i F=^ ^7-. In der Kraftltniensprache 

denkt man sich den Flufi erzeugt durch die die Randkurve umschlingenden 
Kraftlinieo und nennt die elektromotorische Kraft >die Zahl der in der Zeit- 
einheit von der Randkurve geschnittenen Kraft liniem. Im stationären Feld 
decken sich beide Auffassungen in ihren Resultaten, aber gerade in komplizierteren 
Fällen verleitet die Kraftlinien au ffassung durch ihre vermeintliche Anschaulich- 
keit leicht zu Trugschlüssen. Namentlich muß man sich auch vor der Vor- 
stellung hüten, daß man in einem zeitlich veränderlichen Feld die Bewegung 
einer einzelnen Kraftlinie verfolgen könne, daß man also zwei zu verschiedenen 
Zeiten auftretende Kraftlinien miteinander identifizieren könne, und daß diese 
vermeintlichen Bewegungen der Kraftlinien irgendwelche physikalischen Folgen 
haben könnten. Man darf sich also die Kraftlinien nicht als physikalische 
Individuen denken, ebensowenig wie Meridiane, Isothermen usw. 

Di« Einteilung eines quellenfreien Feldes in Einheitsröhren stößt 
zuweilen auf Schwierigkeiten, denn sie setzt voraus, daß die zu den 
Kraftlinien senkrechten Ftächenelemente zusammenhängende Flächen bilden 
können. Die Existenz solcher Flächen im Felde scheint zunächst selbst- 
verständlich, wir werden aber sehen, daß es verhältnismäßig einfache 
Felder gibt, in denen man keine zu den Kraftlinien orthogonalen Flachere 
auffinden kann. Aber auch in diesen Feldern kann man zuweilen durch 
andere Mittel ganz bequem das Feld in EinheitsrShren zerlegen (vgl. 
Aufgabe 77). 

In einem quellenfreien Felde können die Kraftlinien 
nirgends aufhören: entweder sind sie geschlossene Linien, oder sie 
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erstrecken sich ins Unendliche. Denn dort, wo ein« EinheitsrShre auf- 
hört, kann das Hollenintegr&t des Feldrektora nicht mehr Null sein, und 
die Divei^enz des Vektors wäre dort also nicht Null. 

Ist der Feldrektor nicht quellenfrei, so haben die Eraftrdhren 
keinen konstanten QuerschnittsfluB mehr, der FloS wird im allgemeinen 
TOD der Form and von der Lage des Querschnittes einer Eraftröhre ab- 
hängen. Nur bei unendlich dflnnen Kraftröhran wird der Flufi durch 
einen ebenen Querschnitt df unabhängig von der Neigung des Quer- 
schnittes gegen den Feldrektor. Der VektorfluB in einer unendlich dünnen 
Eraflrfihre ist 

dfa = (i/-^-cos(df, 30, 

und d/cos (d^, 31) ist bei einem beliebigen Winkel zwischen (jf und 9 
gleich dem Flächeninhalt des Normalquerschnittes. Aber auch bei 
unendlich dOnnen KraftrÖhren ist der Querschnittsfluß von Punkt zu Punkt 
verschieden. Wollen wir das Feld eines nicht quellenfreien Vektors nach 
Betrag und Richtung durch Kraftlinien darstellen, so mQssen wir Qberall, 
wo Quellen des Feldvektors vorhanden sind, neue Einheitsröhren entstehen 
lassen, Überall, wo Senken des Feldvektors vorhanden sind, Einheitsröhren 
verschwinden lassen. Bei stetig verteilten Quellen ist eine solche Dar- 
stellung außerordentlich unbequem, dagegen bei unstetig verteilten Quellen 
sehr einfach und anschaulich, wie wir bei der Untersuchung von unstetigen 
Vektorfeldern sehen werden. 
Aufgabe 75. 

a) Ein variabler Punkt P{v) wird angezogen von einem festen Punkt 
P,(rJ mit einer Kraft, deren Betrag gleich dem Abstand PPj ist, und 
abgestoßen von einem festen Punkt P, (t,) mit einer Kraft, deren Betrag 
gleich dem Abstand PP^ ist. Man finde die Kraftlinien der auf P wir- 
kenden resultierenden Kraft. 

b) Dieselbe Aufgabe, wenn P von beiden Punkten angezogen oder 
al^estoßen ist. 

Aufgabe 76. 

a) Man teile das Feld des Vektors a=fcr] in Kraftröhren mit 
gleichem QuerschnittsfluB. 

b) Dieselbe Aufgabe für den Vektor 31 = ^. 

Aufgabe 77. 

Man bestimme die Kraftlinien des Vektors % = [ci] + Ac und teile 
das Feld in Kraftröhren mit gleichem Querschnittsfluß ein. (In diesem 
Feld gibt es keine zu den Kraftlinien orthogonalen Flächen.) 
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§ 22. Linieoiategral, Rotor. 

Wir nehmen im Felde des Vektors ä zwei Punkte PoCto), P(r) und 
verbinden sie durct eine Kurve K (Fig. 32). Diese Kurve zerlegen wir 
in unendlich kleine gerichtete Linienelemente dx := ids und multiplizieren 
jedes Linienelement skalar mit dem entsprechenden Wert des Feldvek- 
tors 9I> Die Summe /dräl dieser Produkte, erstreckt Über itlle Linien- 

elemente dieser Kurve, beißt Linienintegral des Vektors 31 ^ngs der 
Kurve K. Wenn man % als eine auf den Äufpunkt wirkende Kraft auf- 
faßt, so wird das Produkt dx% gleich der Arbeit der Kraft 31 bei der 
Verschiebung dz. Das Linienintegral Tcfi 31 bedeutet dann die Arbeit 

K 

der Kraft 31 bei der Verschiebung des Aufpunktes von P^ nach P längs 
der Kurve K. Bei einer Verschiebung auf derselben Kurve, aber im um- 
gekehrten Sinne, also von P nach P«, ändert das Linienintegral sein Vor- 
zeichen, weil dann alle dl ihre Richtungen umkehren. Ver- 
bindet man die beiden Punkte durch eine andere Kurve K', S- • • 
80 ist das Linienintegral längs K' im allgemeinen ver- 
schieden von dem Linienintegral längs K. Das Linien- 
integral auf der geschlossenen, aus K und f gebildeten 
Kurve ist gleich der Differenz der Linienintegrale 
längs K und K', denn die geschlossene Kurve besteht 
2. B. aus dem Weg von P^ nach P längs K' und aus dem " 
Weg von P nach P^ längs K. Da eine solche geschlossene Kurve als 
Randkurve einer Fläche aufgefaßt werden kann, so können wir, noch 
Vorschlag von F. Emde, das Linienintegral längs einer geschlossenes 
Kurve auch Randintegral nennen und werden ein solches Int^p-al durch 
«inen Kreis am Integralzeichen kennzeichnen: 

US fdx'&=fdx%~fdt'&. 

K- K 

Ist 91 eine Kraft, so bedeutet das Randintegral die Umfahmngs- 
arbeit der Kraft auf einer geschlossenen Randkurve; diese Arbeit läfit 
sich immer als Differenz der Arbeiten des Vektors 9[ bei der Ver- 
schiebung von P(, nach P auf den zwei Wegen K und jS? darstellen. 

Man kann unendlich viele Flächen konstruieren, die eine gegebene 

Randkurve haben. Wir wählen eine von diesen Flächen und zerlegen 

sie in ihre Elemente d^^^ndf. Die Normale n bestimmt in bekannter 

Weise einen ümlaufsinn auf der Randkurve jedes F^chenelements. Dabei 

Splslrcln, Tektorreohanag. T 
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98 li^bene Randintegrale. § 22 

nebmen wir an, daß diese Normal« eich stetig von Element zu Element 

ändert, daß sie also immer auf derselben Seite der Fläche bleibt. Bilden 

wir die Integrale auf den Randkurren zweier benachbarten Fläcben- 

elemente 1 und 2 (Fig. 33), so liefert die 

Fig- 88- Grenzlinie zwischen diesen Flächenelementen 

zu den beiden Randintegralen Beiträge, die 

gleich sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen 

haben. Dasselbe gilt fQr eine Grenzlinie 

zwischen zwei beliebigen Flächenelementen. 

' Bildet man die Summe der Randintegrale 

für alle Flächenelemente, in die man die 

gegebene Fläche eingeteilt bat, so heben 

sich die Integrale Über alle inneren Linien 

gegenseitig auf, und es bleibt nur das Integral Aber die Randlinie der 

Gesamtfläche. Das Randintegral eines Feldvektors S{ auf einer 

gegebenen geschlossenen Kurre ist gleich der Summe der 

Randintegrale über die Begrenzungen aller Teilflächen, in 

die man eine beliebige, von der gegebenen Kurve umrandete 

Fläche einteilen kann. 

Durch einen Punkt P des Feldes legen wir eine Ebene, deren Nor- 
male n ist, und nehmen auf dieser Ebene eine den Punkt i* einschließende 
Kurve, deren Umlaufsinn durch die Richtung von n bestimmt ist. Wir 
bilden das Randintegral des Feldvektors 31 auf dieser Kurve und divi- 
dieren durch den Inhalt f der von der Kurve berandeten Fläche- Ziehen 
wir jetzt die ebene Randkurve auf den Punkt P zusammen, so wird der 
Grenzwert 
149 \im^ £dx'& = L. 

im allgemeinen endlich und von der Form der Randkurve un- 
abhängig, wenn auf der betrachteten Ebene ä und £. stetig sind. Der 
Beweis ist ganz analog dem für die Bestimmung von VT >° Formel 128, 
§ 17: Man zerlegt die gegebene Fläche in eine große Zahl von Teil- 
flächen, von ganz bestimmter Form, für die £■. denselben Grenz- 
wert haben wird, weil Ln als stetig vorausgesetzt ist und weil alle Teil- 
flächen gegen den Punkt P konvergieren. Denselben Grenzwert hat X, 
auch für eine beliebig gestaltete Gesamtfläche. 

Ln hängt aber von der Richtung der Flächennormale n ab. 
Wenn man die zu n senkrechte Ebene um den Punkt P herumschwenkt, 
so ändert sich auch das auf dieser Ebene genommene Randintegral 149. 
Da aber der Feldrektor stetig ist, so wird auch der Wert von £. als 
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Funktion Ton n gewissen Bedingungen unterworfen sein. Wir wollen 
beweisen, äaß es genügt, den Wert von L für drei nichtkomplanare 
Rtclitungen des NormalenTektors n zu kennen, 
um ihn daraus fDr jede andere Richliung ron n 
bestimmen zu kSnnen. Wir bilden ein unend- 
lich kleines Tetraeder Pf,P^PgPg, in dessen In- 
nerem der Punkt P sich befinden mag (Fig. 34). 
Seine Flächen P^ Pi P„ A-Pi-P». -Po ^s -Pn 
Pi Pf P, sollen nach Umlaufssinn, Richtung und 
Qröße durch die Vektoren 

f. = »./.. fi = ">/,. f. = 11./., f = n/ 

dai^estellt werden. Man sieht aus der Figur, daß 
die Vektoren f^, f„ fg mit den inneren Normalen 
der entsprechenden Flächen des Tetraeders gleich- 
gerichtet sind, der Vektor f dagegen mit der 
äußeren Normale des Dreiecks P, P, P,. Da aber 
die Summe aller nach außen oder aller nach 
innen gerichteter Oberflächenvektoren eines Tetraeders Null ist (vgL 
Lösung der Aufgabe 11, S. 45), so gilt fOr diese Vektoren die Beziehung 

fi + f. + f.=f 

oder 

150 n,/, + n,/, + n,/, = ti/. 

Hält man die NormuleD n„ n^, n^ konstant, so kann man immer die drei 
Skalare f^, /*„ fg so irälüen, dafi n/ beliebige Orüße und Richtung bat; 
umgekehrt werden für jedes Dreieck P^ P, P, die Skalare fi,ft, /*, ein- 
deutig bestimmt. Wir bilden jetzt die Bandintegrale über die umfange 
der vier Dreiecke und setzen: 

lim -7- Sdl% = Ln 
/-!> / -r 

lim4-^dra=ii 




für 



fOr 



lim -7- 



>dra = L, rar 



Dann wird 
151 



lim-^if(iia = i, 
/,.o /. J 



für 






i,/, + A/. + i./, = i./, 

denn die Linienintegrale auf den sechs Strecken P^ P, , Pi Po , Pq Pj» 
P^Po, Po -Pst -Ps-Po) fallen bei der Summation heraus. Alle Grenzwerte L 
sind von der Form der Dreiecke unabhängig; außerdem, da der Abstand 
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des Punktes P von der Ebene P^F^F^ unendlich klein ist, bat L^ den- 
selben Wert, wie in einer zu FiP^F, parallelen und durch P gebenden 
Ebene. Dasselbe gilt auch für £„ L^, L^. Wir können also in der 
Formel 151 annehmen, daß die Werte £., L,, Z,, X, Ar den Punkt P 
gelten. Die Gleichungen 150 und 151 mUssen bei beliebigen Werten 
von f,, ft, ft gleichzeitig bestehen. Wäre 150 eine skalare Gleichung, so 
mQßteo die Koeffizienten von /*„ /„ f^ in beiden Gleichungen proportional 
sein; so aber können wir einen Yektor suchen, den wir rot 9[ nennen 
wollen (sprich: Rotor 9), mit dem man beide Seiten von 150 skalar multi- 
pliziereu muß, um 151 zu erbalten. Da /",, /",, /, beliebig sind, muß 
rot 91 die drei Gleichungen befriedigen: 

fii rot ä = L„ n, rot 3( = i„ ttj rot 3 = Z-j, 
aus denen rot 'S. vollständig bestimmt wird. Dann gilt auch fQr die 
rechten Seiten von 150 und 151 
152 n rot a = I^. 

Diese Gleichung gilt fQr eine beliebige Richtung n, in Worten lautet sie: 
Die Projektion von rot 9 auf die Richtung n ist gleich dem 

Ausdruck Zf»= lim -7- ipärX, wo das Randintegral auf einer 

/=o / J 
zu n senkrechten Ebene genommen wird. 

(Wir werden im § 25 sehen, daß der im ersten Teil definierte 
Flächenrotor, Rot %, eine Ausartung von rot 3 für unstetige Vek- 
toren ist.) 

Ln hat den größten Wert auf einer Ebene, deren Normale mit 
rot 9 gleichgerichtet ist. In allen Ebenen, deren Normalen 
senkrecht zu rot % sind, verschwindet Ln. Man kann die Ver- 
teilung von Ln in einem Funkt P, als Funktion der Normalenrichtung n, 
durch zwei Kugeln darstellen (Fig. 24, S. 75), deren Durchmesser rot 3t 
und —rot SS sind. Dann gibt die Strecke PoP. den Wert von £■ an 
auf einer Ebene, deren Normale von Pg nach P, gerichtet ist. 

Wenn Ln in zwei Ebenen, deren Normalen »i und ttj sind, 
gleich Null wird, so ist rot 3t parallel zu [nitt,]; wenn Ln in drei 
Ebenen rerschwindet, deren Normalen nichkomplanar sind, so ver- 
schwindet Ln in diesem Punkt auch für jede andere Ebene; der Vektor 
rot 31 ist Null in diesem Punkt. Ein Vektor, der die Eigenschaft hat, 
daß sein Rotor in einem gegebenen Raum Null ist, heißt wirbelfrei 
in diesem Raum. Der Rotor eines konstanten Vektors € ist Null im 
ganzen Raum, ^eil man diesen konstanten Vektor ror das Integral- 
zeichen setzen kann: 
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<p dt ist aber Null fflr jede geschlossene Kurve. 

Wir kommen jetzt noch einmal auf die Randintegrale der Fig. 38 
zorilck. Bildet maa das Bandintegral des Feldrektors auf iler Randkurre 
eines unendlich kleinen Flächenelementes d^=^nd/, so ist dieses Band- 
integral gleich der Projektion von rot 31 auf die Normale des Flächen- 
elementes mal dem Flächeninhalt df. 



fdx% = dfn rot a = df rot S(. 



Addieren wir diese Gleichungen ftlr alle Flächenelemente der ge- 
gebenen Fläche F, so erhalten wir links die Summe der Randintegrale 
Über die Randkurven aller Flächenelemente, die gleich dem Integral längs 
der Bandkurve K der OesamtflSche ist; rechts erhalten wir die Summe der 
skalaren Produkte df rotSI: 

163 £dt%=fdf rot « =fd/tt rot «. 

X r r 

Dabei haben wir Ober die Qestalt der Integrationsfläche keine Vor- 
aussetzungen gemacht aufier der, daB diese Fläche von der gegebenen 
Kurve berandet ist. Diese Gleichung heißt der Stokessche Satz: Das 
Randintegral von 31 auf einer geschlossenen Kurve ist gleich 
dem Flächenintegral der Normalkomponente von rot 31 auf 
einer beliebigen, von der gegebenen Kurve berandeten 
Fläche. 

Aus dem Stokesschec Satz folgt, daß der Vektor rot 31 quellen- 
frei ist: denn bildet man das Bullenintegral ^ df rot 3t auf einer be- 
liebigen geschlossenen Fläche, so kann man sie immer durch eine ge- 
schlossene Kurve in zwei Teile zerlegen, itlr die diese geschlossene Kurve 
eine gemeinsame Randkurve wird. Nach dem Stokes sehen Satz wird 
dann der durch die eine Fläche eintretende Fluß des Vektors rot 31 gleich 
dem durch die andere Fläche austretenden. Es gilt also ftlr einen be- 
liebigen Vektor 31: 
154 dir TOt a = 0. 

Wir suchen jetzt den Botor eines Vektors 
3l = ^i 
zu bestimmen, dessen Einheitsvektor i im ganzen Feld eine konstante 
Richtung hat. Wir greifen im Felde einen Punkt P^ heraus, in dem 
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31 den Wert ^i babeo mag, und bildea um den Punkt Pg herum auf 
TerscMeden gerichteten Ebenen den Ausdruck 






A-uf einer zu i senkrechten Ebene verschwindet das Randintegral , weil 
hier ftlr alle Elemente der Randkurve idx = ist. Ebenso verschwindet 
das Randintegral auf einer zu grad A senkrechten Ebene, weil auf dieser 
Ebene die skalare Ortsfunktion A bis auf unendlich kleine Größen höherer 
Ordnung konstant bleibt {vgl. S. 76). Die Projektionen von rot ä auf i 
und grad 9( sind also Null, so dafi rot % zu dem Vektor [grad A i] parallel 
ist. Um seinen Betrag zu be- 



Fig.85. 
(nloht penpekttviichl 



stimmen, genflgt es, das Rand- 
integral Ln in der zu |j;rad A i] 
senkrechten Ebene auszurech- 
nen; diese Ebene ist parallel zu 
i und zu grad A. 

Wirnehmen aU Randkurve 
das Parallelogramm PjPjPjP^ 
(Fig. 3S), in dessen Mitte sich 
der Punkt P„ befindet. Die 
Strecken P, P, ond P, P^ mögen 
die unendlich kleine Länge l 
haben, ihr Abstand sei auch 
gleich ly so daß der Flächen- 
inhalt des Parallelogramms gleich l* wird. Wir nehmen die Strecken 
P,Pi und PiP-i senkrecht zu t, damit die Linienintegrale auf diesen 
Strecken zu dem Randintegral keinen Beitrag liefern. Es bleiben also 
nur die Linienintegrale auf den Strecken P^Pf und P^Pt, die wir senk- 
recht zu grad A wählen. Dann wird A auf jeder Strecke einen bis auf 
unendlich kleine Größen höherer Ordnung konstanten Wert haben, und 
zwar wird auf PjPiJ 

A~A;,-\ grad A -g-, 




-4 = A + I grad A I y. 

Wir wählen den ümlaufsinn auf P^P^P^P^ so, daß der von grad ^ 
nach i positiv genommene Winkel cp kleiner als k wird. Man sieht aus 
der Figur, daß tÄr auf P,P, den Wert |dt|sinf und auf P,P, den 



,y Google 



§ 22 Die Projektionen eines Botore. 103 

Wert — |(2r|siiif haben wird. Das Randintegral wird also den Wert 
haben : 

Isin f {(^ + I grad^ I ^) - (^ - | grad A | ~)} = l' 1 grad^ | sin f, 
so daß 

£ := I rot a I = I grad J. | sin ? = 1 [gr&d -^ i] | 
wird. Hieraus ist der Vektor rot ä nach Grdfie und Richtung bestimmt: 
156 rot ^i = [grad ai]. 

Ist grad A parallel zu i, so wird rot ^ i = 0. 

Der Rotor eines Vektors Ton konstanter Richtung ist durch 
die Änderung seines Betrages quer zu seiner Richtung bestimmt. 
Ein Vektor von konstanter Richtung ist wirbelfrei, wenn sich 
sein Betrag quer zu seiner Richtung nicht ändert Wir haben 
früher gesehen, daß die Divergenz eines Vektors von konstanter Rich- 
tung durch die Änderung seines Betrages längs, seiner Richtung bestimmt 
ist, daß er qusllenfrei ist, wenn sich sein Betrag l&ngs seiner Rich- 
tung nicht ändert. 

Um die Formel 155 in rechtwinkligen Koordinaten darzu- 
stellen, setzen wir i = |jf] und nehmen die Achsen Oz, Oy, Oe eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems parallel zu i, j, t; ^ wird dann eine 
Funktion von x, y, z. Setzen wir den Wert von i in 155 ein, so er- 
halten wir 

156 rot 4 i = [grad ^ [j Q] = j • t grad ^ - ( • i grad ^ = j -|f - I -|^. 

Dieser Ausdruck ändert sich nicht, wenn j und t in der yi^-Ebene be- 
liebig gedreht werden und wenn dabei j f = bleibt. Folglich bleibt bei 
einer solchen Rotation auch 

{-|f)"+(44)'=M^o' 

tonstant. 

Hat der Vektor % keine konstante Richtung, so kann man ihn in 
seine Komponenten nach den Grundvektoren zerlegen: 

Dann erhält man, indem man 155 auf jede dieser Komponenten anwendet: 

157 rot a =t [grad J, t] + [grad A, j] + [«rad A, Q. 

Durch skalare Multiplikation mit i erhält man die ^Komponenten des 
Rotors: 

i rot 21 = [grad A 1] i + [«rad Ä^ t] i 

= j grad A, - f grad A^ = -^ gf-. 
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In ähnlicher Weise erhält man die y- uod die z-Konponenten des Rotors. 

Dann wird: 

168 rot « = i • i rot a + j • j rot a + f • I rot a 

i/dA, dAr\ 1 i/dAm dA.\ , ^{ dA^ dAm \ 

= * vJi TT) + » \~Tz dir) + ' \-j^ d^y 

Wir kSnnen diesen Ausdruck auch in symbolischer Form als Determinante' 
darstellen : 

i i I 

_3 d l_ 

dx dv d» 
A, A. 



169 rot a = 



stellt das Vektorprodukt aus äl und dem symbolischen Vektor 

dar. Wir könneD also schreiben: 

rot«=[7a]. 
Wun haben wir aber schon im g 19 (136 b) den Ausdruck [v^l] definiert 
als den Grenzwert des Hollenintegrals 

iim-|-/[dfa] = [va]. 

Wenn diese beiden Gleichungen sich nicht widersprechen, so muß seinr 

160 rot a = lim -^/[df S] = [v a]. 

Wir empfehlen dem Leser als Übung diese Gleichung durch Bildung 
einer passenden HUlIe direkt zu beweisen (man berücksichtige die zwei 
susgezeichneten Richtungen: Richtung des Feldvektors a und Richtung 
des Gradienten seines Betrages, grad ^1). Hier wollen wir zum Beweise 
die Gleichung 155 benutzen: Hat der Feldvektor eine konstante Rich- 
tung, z. B. 

a = ^t, 

so wird unter Benutzung der Gleichung 155 

[grad (Xi)]= lim -^/[df^t] =[lim ■^fä^Äi]= [(grad^)i] = rotvli. 

Da aber jeder Vektor als Summe dreier Komponenten mit konstanter 
Richtung betrachtet werden kann, so gilt die Gleichung 160 ftlr einen 
beliebigen Vektor a. Wir sehen auch , daß man zwischen [(grad A) Q 
und [grad {A i)] nicht zu unterscheiden braucht. 
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Die eckige Klammer io 160 wird ausf^ esprochen : .Vektorprodukt 
Nabla 9*. Hancbe Autoren bezeichnen den Rotor mit curl 91 (sprich: 
E6rl 31, Tom englischen "Wort curl = Locke, £i^uslung). 

Während durch 149 S. 98 unmittelbar nur die Komponente von 
rot äl nach einer beliebigen Richtung definiert vird und rot 31 erst aus 
drei solchen Komponenten bestimmt werden kann, wird durch 160 der 
Vektor rot 9( selbst definiert. 

Aus der Formel 160 kSnnen wir für einen endlichen Raum V die 
Formel 
160» /rota(fr=/[dfä] 

V r 

ableiten, wo das HQllenintegral über die Begrenzung F des Volumens F zu 
nehmen ist. Der Beweis ist derselbe wie &iT den GauBschen Satz 142; 
Man zerlegt das Volumen V in unendlich kleine Elemente dv und erhält 
aus 160 fUr jedes Volumelement 

d»rota=:^[dfa], 

wo das Htlllenintegral Über die Oberfläche von dv zu nehmen ist. Summiert 
man Über alle Elemente dv, so wird die Summe der Bflllenintegrale gleich 
dem Integral Qber die Gesamthfllle sein, woraus die Formel 160a folgt. 
Id gleicher Weise, wie die Formel I60a, kann man auch den all- 
gemeinen Satz ableiten: Jedes Uollenintegral ist gleich einem 
Raum integral, erstreckt Über den von der HoUe ein ge- 
schlossen en Raum; das Element des Raumin tegr als ist gl eich 
dem Raumelement dv mal dem Element des HuUenintegrals, 
in dem das Flächenelement df durch V ersetzt worden ist. 
So erhält man z. B. die Formel 

/ df » . a =fdv grad » ■ a = /d»(ö grad • a + a di? S). 

Fr V 

Voraussetzung dabei ist, daß die im Hflllenintegral vorkommenden Größen 
endlich und stetig sind. 

Die Formel 1&8 erlaubt den Rotor eines Vektors auszurechnen, 
wenn seine Projektionen auf die Koordinatenachsen als Funktionen von 
3^1 y^ ^ gegeben sind; in vielen Fällen ist es aber vorteilhaft, den Rotor 
direkt, ohne Eoordinatenzerlegung , zu ermitteln. So suchen wir z. B. 
rot [St], wo £ ein konstanter Vektor ist. Nach Gleichung 160 ist dann: 

161 rot [6r] = lim ~ ^ [«^f [Er]] = lim -^ / (6 • d\x - Sdf • r) 

= 6 div r — e grad • r = 2 E. 
(Vgl. die Aufgaben 65, 69, S. 81 und 89.) 
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Diese Gleidinng kdnnen wir durcb die Betracbtimg eines nm den 
Bezogspankt rotierenden starren Körpers erläutern. Wenn C nach Achse 
tmd GrOße die Rotationsgeschwindigkeit des Körpers ist, so wird die 
lineare Geschwindigkeit S eines Punktes r relativ zum Bezugspunkt durch 
den Ausdruck gegeben (rgl. S. 61): 

SB = [Sr]. 
Wir sehen also, daß der Rotor dieser Geschwiadigkeit 

rot S = 2 e 
ist. In einem starren Körper ist für jeden Funkt der Rotor 
seiner Geschwindigkeit gleich dem doppelten Vektor der 
augenblicklieben Botationsgescbwindigkeit des KOrpers. 
Dieser Zosammenbang zwischen $ und der Rotationsgescbwindigkeit S 
hat zu der Bezeichnung , Rotation* oder .Rotor* für die räumliche Ab- 
leitung [v3] des Feldrektors geführt. 

^Aufgabe 78. Welche Form nimmt der Stokessche Satz an, wenn 
man die Vektoren % rot 9, dz, df durch ihre Projektionen in kartesischen 
Koordinaten ausdruckt? 

Aufgabe 79. Man rechne rot 3 ans als Funktion der Projektionen 
von 9 und ihrer Ableitungen in einem schiefwinkligen Koordinatensystem, 
dessen Achsen Ox, Oy, Oz zu den Einheitsvektoren nt, n, p parallel sind. 

* Aufgabe 80. Man beweise den Satz: 

rot Xa = X rot 91 - [ä grad X]. 

♦Aufgabe 81. 

a) Man berechne rot t. 

b) Man berechne rot/(r) r, wo / eine beliebige Funktion ist. 
♦Aufgabe 82, Gegeben ist ein Vektor a =/(p) [et], 

c ist ein konstanter Einheitsvektor, p = |[cp]|. 
Wie muß die Funktion /(p) beschaffen sein, damit rot 3 = wird? 
♦Aufgabe 83. 

a) Hau berechne rot (c • r c). 

b) Man berechne rot/(tc)c. 

c) Man berechne rot [c[rc]], 

C ist ein konstanter Einheitsvektor. 
♦Aufgabe 84. Man beweise den Satz 

S fdx=j\d\ grad <f\, 

K T 

wo F eine beliebige von der Integrationskurve K des Randintegrals be- 
grenzte Fläche ist. 
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§ 23. Wirbelfreie Vektoren. Die Potentialfunktion. 

Der Rotor eines Vektors wird sehr oft auch „Wirbel" genannt. 
Die BezeiclinuDg stammt ron der Betrachtung einer wirbelnden Flüssig- 
keit. Selbstverständlich ist nicht jede Kotationsbewegung der Flüssigkeit 
«ine .wirbelnde*. Wesentlich dabei ist, daß das Randintegral der Qe- 
scbwindigkeit einen von Null Terschiedenen Wert hat. Denken wir uns 
z.B. einen mit Wasser gefüllten, um seine Achse [er] = rotierenden 
Ereiszylinder. Wenn jedes Wasserteilchen eine Geschwindigkeit v = j— j~ 
besitzt, so ist nach Aufgabe 82 rot = 0. (Der Bezugspunkt des Radius- 
Tektors wird auf der Zylinderachse angenommen.) Die Strömung ist eine 
wirbelfreie. In der Nähe der Drehachse wird V unendlich groß, so 
'daß man einen Hohlzylinder betrachten muß, wenn man eine physikalisch 
realisierbare StrOmung erhalten will. Wir erhalten df^egen eine wirbel- 
hafte Strömung, wenn die Oeschwindigkeit jedes Wasserteilcbens, wie im 
starren Körper, durch n = [er] gegeben ist, denn in diesem Fall hat der 
Wirbel fSr jeden Punkt einen konstanten Wert 2 c. 

Im wirbelfreien Feld eines Vektors ist sein Randintegral auf jeder 
geschlossenen Kurve gleich Null. Nach Formel 148, § 22 ist dann das 
Linienintegral dieses Vektors auf einer swei Punkte P^ und P verbin- 
denden Kurve von der Form dieser Kurve unabhängig. Halten wir den 
Punkt Pg fest und bewegen P im Felde des Vektors 3, so wird das 
Linienintegral von Pg nach P eine skalare Funktion der Lage des 
Punktes P. Dann können wir schreiben: 






wo To der Wert der Ortsfunktion für den Punkt P^ ist. Bei einer be- 
liebigen Verschiebung dx von P erleidet <p eine Änderung 

d(p = 3tdr = a«ds, 
so daß 

ist. Wir sehen, daß die Ableitung von f in einer beliebigen Richtung 
gleich der Projektion von 3 auf diese Richtung ist. Der Vektor % ist 
also nichts anderes als grad 9- Ein wirbelfreier Vektor läßt sich 
immer als Gradient einer skalaren Ortsfunktion darstellen. 
Diese skalare Ortsfunktion läßt sich durch Integration aus der Gleichung 162 
bestimmen. Will man diese Integration in kartesischen Koordinaten aus- 
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fllhren, so zerlegt man den WegP^P nnd den Vektor 91 in seine Kom- 
ponenten nach den Grand Vektoren. Die Koordinaten von P« seien x^, t/p, e^, 
die Ton P, x, y, e. Dann wird die Strecke PoP nach Größe nnd Rich- 
tung gleich 

i(x — Xa) + i(y- Vo) + f (« — Äo)- 
Die Projektionen Ax, -^»y -^ sind Funktionen von x, y, e. Integrieren 
wir zuerst auf der Strecke i (a: — x^), dann auf j (y — y^) und dann auf 
((« — «o), so wird: 

163 f - To =^fA.{i,y^,g,)di +JA, i^,-n,^„)dri ^ f Ä, {x, y, Q dH. 

Aus 153 folgt, daß das Int^;ral 162 vom Wege unabhängig ist, also 
auf beliebigen Wegen zwischen P^ und P mit dem Integral 163 über- 
einstimmt, wenn rot K ^ ist, also nach 1S8, wenn 

3^». _ SJv SAy _ dAm ZA, _ ZA» 
dy ' dx ' dx dy ' doe S» ' 

Dieses ist ein aus der Analysis bekanntes Resultat. 

Betrachtet man den Vektor % als eine Kraft, so kann man sagen, 
daß in einem wirbelfreien Kraftfeld die Arbeit der auf einen bewegten 
Punkt wirkenden Kraft nur von der Anfangs- und der Endlage des Punktes 
abhängt. Die Kraft läßt sich als Gradient einer skalaren Ortsfunktion !p 
darstellen, die man Kräftefunktion nennt. Die Funktion 

p = — <p 
heißt Potential der Kraft. Es sei v^ der Wert des Potentials in einem 
Punkt Po, V sein Wert im Punkt P; die Arbeit der Kraft bei der Ver- 
schiebung des materiellen Punktes ron Pq nach P ist gleich der Po- 
tentialdifferenz Uo — r. 

Betrachten wir z. B. die elektrische Feldstärke S in einem gegebenen 
elektrischen Feld; das ist die Kraft auf den Träger der Einheit der positiven 

F 

Elektrizitäismenge. Das Linienintegral J ddt heißt elektrische Spannung auf 

dem Wege von Pg nach P. Diese Spannung hängt nicht nur von der 
Lage der Punkte Pq und P ab, sondern auch TomWege, auf dem 
das Linienintegral genommen worden ist. Nur wenn die elektrische 
Feldstärke wirbelfrei ist, wird diese Spannung vom Wege unabhängig, die 
Feldstärke ist dann der negative Gradient eines Potentials v, und die Spannung 
kann durch die Potentialdifferenz vg — v dargestellt werden. Da be- 
kanntlich der Wirbel der elektrischen Feldstärke proportional ist der Ableitung 
der magnetischen Induktion nach der Zeit, so wird die Spannung in einem ruhen- 
den Medium nur dort als Potent ialdifierenz darstellbar, wo die magnetische 
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Induktion zeitlich konstant ist. Es ist somit ganz verfehlt, bei einem beliebigen 
elektrischen Feld von einer »SpannungsdifTerenzs oder auch von einer Potential- 
differenz zu reden. 

Verschiebt sich der Aufpunkt in einem wirbelfreien Eräftefelde 
auf einer Fläche *p = conat., so ist die Arbeit Null. Eine solche Fläche 
beißt Niveaufläcbe oder Äquipotentialfläche (vgl. S. 76). Die 
Kraftlinien sind orthogonale Trajektorien der Äquipotentialflächen. (Unter 
Trajektorien einer Fläcbenschar versteht man solche Kurven, die alle 
Flächen unter einem konstanten Winkel schneiden.) 

Als einfaches Beispiel betrachten wir das Feld eines konstanten 
Vektors @, fUr den im ganzen Felde rot @ = ist. Wir kSnnen schreiben 

(Bdx = dif, 
80 daS 

f = ®t+- const., 
und folglich 

® = grad f ^ grad (@t). 

Ist @ die Schwerkraft, so sind die Äquipotenläaläächen parallele Ebenen 

® t = const. 
Die Kraftlinien sind die dazu senkrechten Geraden (Vertikalen). 

Wir haben gesehen, daß ein wirbelfreier Vektor sich immer als 
Gradient einer skalaren Ortsfunktion darstellen läßt, umgekehrt: jeder 
Vektor von der Form grad p ist wirbelfrei, das Randintegral 
4> dt grad f verschwindet auf jeder geschlossenen Kurve, weil 
dv grad (p = ids grad <p = ~^ds 

gleich der Änderung von f bei der Verschiebung dt ist, das Randintegral 
bedeutet also die totale Änderung von <p auf der geschlossenen Kurve. 
Diese Änderung ist Null, wenn die Funktion ip eindeutig ist oder wenn 
der wirbelfreie Raum, in dem die geschlossene Kurve liegt, einfach zu- 
sammenhängend ist. Da aber zur Bildung des Rotors eine unendlich 
kleine geschlossene Randkurve genommen wird, so ist für einen beliebigen 
stetigen Vektor grad <f 
165 rot grad ^ = 0. 

Betrachten wir z. B. den wirbelfreien Vektor grad y = , ■ ., , wo <p 
das Azimut einer um die Achse [er] =0 rotierenden Halbebene ist (vgl. 
Aufgabe 61). Wir nehmen als Randkurve einen zu dieser Achse senk- 
rechten und konzentrischen Kreis 

er = const., [er]* = p* = const. 
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Das BuidintegTsl auf einem solchen Kreis ist: 

J [er]' J p 

Man kann den Kreis beliebif^ defornüeren. Solange die deformierte Kurve 
die Achse umschlingt, behält das Bandintegral seinen Wert 2x. FOr 
geschlossene Kurven, die die Achse nicht umschlingen, ist das Rand* 
integral NulL Das erklärt sich daraus, daß (p eine vieldeutige Funktion 
ist mit der Periode Sn, und daß grad f auf der Achse [et] = anendlicb 
wird. Man kann diese Achse aus dem Feld herausnehmen, indem man 
um die Achse einen Zylinder legt und als Feld des Vektors grad f nur 
den Raum außerhalb dieses Zylinders betrachtet. Ein solcher Raum wird 
aber zweifach zusammenhängend; um ihn einfach zusammenhängend zu 
machen, gentlgt es, eine Sperrääche zu legen, z. B. die Halbehene f = 0. 
Das Randintegral von grad (p bleibt jetzt Mull fUr alle Kurven, die diese 
Sperrfläche nicht schneiden. 

Als zweites Beispiel betrachten wir das Feld der magnetbchen Feld- 
stärke $, erzeugt durch zwei Stromkreise 1 und 2 (Fig. 36). Der Rotor der 
magnetischen Feldstärke ist in jedem Punkt der Stramdichte i proportional: 
rot ^ ;:: ct. Der Vektor der magnetischen 
Feldstärke ist also wirbelfrei im ganzen Raum 
außerhalb der Stromkreise 1 und 2. 
Ein solcher Raum ist aber dreifach zu- 
sammenhängend; es gibt also in diesem 
wirbelfreien Felde zweierlei Randintegrale. 
I. Die Integrale auf geschlossenen Kurven K, 
die keinen der Stromkreise umschlingen. Diese 
Randintegrale sind Null. 2. Die Integrale, die 
auf geschlossenen Kurven von der Form K' 
oder K", die einen der Stromkreise 1, 2 oder 
beide umschlingen. Diese Integrale kann man 
mit Hilfe des Stok esschen Satzes auswerten. 
Der Strom im Stromkreise 1 oder 2 ist be- 
kanntlich gleich dem Fluß der Stromdichte i durch einen heliebigcn Qjierschnitt 
des Leiters. Anderseits ist aber das Randintegral von $ gleich 

^^dx =Jd\ rot § = cjd\\. 

Das Randintegral der magnetischen Feldstärke ist also dem Fluß des Vektors- 
der Stromdichte durch die berandete Fläche proportional. Dieser Fluß heißt 
DurchflutungderFläche, er ist gleich der algebraischen Summe der Stromstärken 
aller von der Randkurve umschlungenen Leiter. Das Randintegral der magnetischen 
Feldstärke ist also der Durchflutung durch die berandete Fläche proponional. 
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Mao kamt das gesagte so zusammeDraBsen : Im mehrfacli zusammen- 
häDgenden wirbelfreiea Feld vefscliwuideD die Randintegrale nur für die 
TollstKndigen Begrenzungslinien solcher Flächen, die ganz im 
wirbelfreien Feld liegen. Im allgemeinen wird die voUstEndige Be- 
grenzung nicht durch den äußeren Band der Fläche allein gebildet, son- 
dern wenn die Fläche mit LSchem versehen werden muß, damit sie 
außerhalb der wirbelhaften Felder bleibt, kommen noch die im entgegen- 
gesetzten Sinn zu umlaufenden Lochränder hinzu. 

Aufgabe 85. 

Ein bewegter Punkt P (r) wird von zwei festen Punkten Pj (r,) und 
Pj (t,) angezogen. Die Anziehungskräfte sind . '_;_ ,, ■ und j-— - , i-. Hon 
bestimme die Eräftefunktion fOr die resultierende Kraft und die Gleichung 
der Äquipotentialflächen. 

Aufgabe 86. 

Ein bewegter Punkt P(r) wird von der Achse [c{t — t^)] = ab- 
gestoßen und Ton der Achse [c(i = i,)] = angezogen. Die Kräfte sind 
umgekehrt proportional den Abständen dieses Punktes von den Achsen. 
Man beweise, daß die resultierende Kraft ein wirbelfreier und quellenfreier 
Vektor ist. Man finde die Kr&ftefunktion und die Äquipotentialflächen. 

g 24. Räumliche Differentiation zusammengesetzter Orts- 
funktionen. Behandlung von v i^ls Vektor. 

Wir haben gesehen, daß man die räumlichen Ableitungen eines 
Skalars oder eines Vektors durch Hüllenintegrale deflnieren kann, 
nämlich 



grad f = ^ fp t= lim - 

div »= 731 =lim - 

rot a = [7 a] = lim ~ / [dm 

S grad. 2t = »7 • ä = lim "T /^''^ 31. 

Im letzten Ausdruck ist der Vektor 9 als konstant Torausgesetzt. 
Wäre 33 ein variabler Vektor, so müßte man ihn im Hüllenintegral vor 
das Integralzeichen setzen, weil der Operator 7, wie ein gewöhnlicher 
Differentialoperator -g^, definitionsweise nur auf die rechts von V 
stehenden Größen wirkt, die linksstehenden Größen aber un- 
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Teräodert Läfit. Nun ist es aber unbequem, das Hüllenintegral iu der 
Form 

zu schreiben, weil dadurch das skalare Produkt 9äf zerrissen wird, so 
daß man die Ausdrucke Ton der Form d\-% zu summieren hatte, deren 
Bedeutung erst in der Affinorrechnung definiert werden kann. Wir 
werden deswegen in solchen Fällen den variablen Vektor 9) rechts vom 
lutegralzeichen lassen und durch Anbringen des Zeichens Komez unter S 
herrorheben, daß das Integrationszeichen ohne Wirkung auf 9 sein 
soll. Wir erhalten so die Formel 

166 S grad • 31 = »V • ä = lim -^ ^8df - », 

die auch fQr einen variablen Vektor 93 gilt. Das Zeichen t haben wir 
schon im § 10 mit ähnlicher Bedeutung eingeführt. (Manche Autoren, 
z. B. V. Ignatowsky, haben sich so zu helfen versucht, daB sie im HQllen- 
integral alle links von df stehenden Größen als Konstanten behandelten. 
Eine solche Anpassung widerspricht aber der in der Integralrechnung 
Üblichen, da man dem Differential der lotegrationsvariablen keine Wirkung 
auf benachbarte Größen beizulegen pfi^.) 

Die Deutung der räumlichen Ableitungen durch Hollenintegrale ^t 
sich nach F. Jung auch auf beliebige zusammengesetzte Ausdrucke ver- 
allgemeinem: Ein Differentialausdruck, in dem das Nabla- 
zeichen einmal als Faktor vorkommt, ist gleich dem Ver- 
hältnis des Hullenintegrals auf einer unendlich kleinen, 
den Aufpunkt einschließenden Hulle zum eingeschlossenen 
Volumen; das Element dieses Hullenintegrals ist gleich 
dem gegebenen Differentialausdruck, in dem das Zeichen V 
durch das Flächenelement df der Holle ersetzt worden ist. 
Dabei werden die links von 7 stehenden Größen hei der Integration 
als Eonstanten behandelt. Aus dieser Definition geht hervor, daß 
man in den räumlichen Ableitungen auf das Zeichen V dieselben Regeln 
der Vektorrechnung anwenden kann, wie auf den Vektor df im Element 
des entsprechenden Hullenintegrals, man kann also V durchaus als 
Vektor behandeln, uur muß man darauf acht geben, daß die rechts 
von 7 stehenden Größen auch nach der Rechnung rechts von V bleiben, 
ebenso wie die links von 7 stehenden Größen links von V bleiben mOssen. 
Mit anderen Worten, man muß in jedem Differentialausdruck zwischen 
solchen Größen, auf die das Zeichen v ohne Wirkung ist, und solchen, 
die der Wirkung von v unterworfen sind, unterscheiden. Die Frage, ob 
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der Operator v in Wirklichkeit ein Vektor ist oder nicht, bat ebenso- 
wenig Sinn, wie die Frage, ob der Differentialoperator -j— ein Skalar ist 
oder nicht. Bilden wir z, B. die HfiUeniotegrale von den beiden Seiten 
der Identitöt 

rff» . 9t - df a • » = [rff [as]], 

so wird 

lini-i-/''f»-äl = V»-a 

liin-J-^(7fa(-» = v3l.» 

lim ~- f \d\ [a »]] = [v [31 »1] = rot [a 33] , 
and folglich 

167 rot [as] = [v[affl]] = V» • a - va • a. 

Man benutzt oft dos Zeichen .grad* anstatt 7; mit dieser Bezeich- 
nung erhält man einen zu 167 vollkommen äquivalenten Ausdruck 

167a rot [SS] = [grad [aS]] ^ grad » • a - grad »• Ö. 

In dem Aasdruck grad 9 • a (sprich: Qradient 39, 31) ist sowohl a, als 
aach S dem Einfluß des Differentialoperators unterworfen. Diesen Aus- 
druck wollen wir auf schon bekannte räumliche Ableitungen reduzieren, 
indem wir beweisen, daß man ihn als Summe zweier DifferentiRlausdrücke 
darstellen kann, in denen abwechselnd a oder 39 konstant gehalten wird, 
Wir werden auch hier durch Anbringen des Komezzeichens unter 
einer OröSe angeben, daS der Difierentialoperator auf sie ohne Einfluß 
ist, und wollen beweisen, daß 

168 v»-a = v»*a + 7»-a 

oder, was dasselbe ist, 

168a grad S • a = 9 grad • S + » dlv ». 

Der Beweis ist derselbe wie in den Lösungen der Aufgaben 68 und 80: 
dort haben wir fDr die räumlichen Ableitungen des Vektors ^a die For- 
meln gefunden 

169 div ipa = <p div a + a grad cp 

170 rot f ä = y rot a — [a grad y] 
oder in Nablaform: 

169a vTa = vipa + 7<pa = (p7a + a7T 

170a [v^a] = [vja] -I- [vya] = yCva] - [av?]- 

S p 1 « 1 r a 1 n , TtktomchnuDg. 8 
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Der in des LösuDgen dieser Aufgaben angegebene Beweia ist ganz all- 
gemein fllr einen zusammengesetzten Ausdruck von beliebiger Form gültig. 
Wir wollen diesen Beweis hier fOr den Ausdruck 168 anter Benatzung 
des Eomez2eiclienB wiederboleo. Wir bilden um den Atifpunkt eine un- 
endlich kleine HOlle und schreiben das Element f?f$>91 in der Form 

rif » - 9t = rffS ■ 91 + (if» • 31 -h df (5* - «) • (31 - «) - //f » • a, 
wo 31 und 'S die Werte Ton % und $ im Aufpunkt sind. Bei der Be- 
rechnung des Httllenintegrals wird der Aufpunkt festgehalten, so daß 
31 und 39 konstant bleiben. FOr alle Punkte der Holle ist das Produkt 

rff(3S — S) • (9t — 31) unendlich klein von der Größenordnung der vierten 

Potenz des Abstandes des Aufpunktes von der HOUe, das eingeschlossene 
Volumen ist aber unendlich klein von der Orößenordnung der dritten 
Potenz dieses Abstandes, so daß das Verhältnis des HQlleniotegrals zum 
eingeschlossenen Volumen eine unendlich kleine Größe bleibt. Das Hflllen- 
integral tod fJf^*3t ist Null, weil hier alle Größen außer fZf bei der 

Integration nngeändert bleiben. Es besteht also bis auf unendlich kleine 
Größen höherer Ordnung die Gleichung 

woraus ohne weiteres die Formel 168 folgt. Diese Gleichung erlaubt 
auch, den Ausdruck 167 fQr den Rotor eines Vektorproduktes zu ent- 
wickeln : 
1671> rot[«8] = gnMl8.«-gnid«-» 

= SS gr»d . H + « dlT » - « grad • 8 - » dir a. 
In ähnlicher Weise kann man auch die Divergenz und die Richtungs- 
ableituDg eines Vektorproduktes ausrechnen. Wir erhalten fOr die Divergenz 

171 v[3t»] = V[a»] + V[3I^] = »[Vä] - 3t[v»] 
oder 

171« diT [H8] = 8 rot H - « rot 8. 

Ebenso für die Ableitung in der Richtung eines Vektors (£ 

172 GV'[9t»] = GV-[2(S] + (Sv[3l»l = [3l(6väl)J-[«(Gv3t)] 
oder 

173a 1 grad • [SS] = [«(C grad - 8)] - [8((E grad •%)]. 

Wir sehen, daß man mit dem ,skalaren Produkt' 6v ^° rechnen kann, 
als ob es ein gewöhnlicher Skalar wäre, wenn man nur zwischen den 
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GrdSen unterseheidat, die im gegebenen Ausdrack links und rechts vom 
Differentialoperator stehen. 

Bis jetzt ist es uns immer gelungen, alle konstant zu haltenden 
GrSfien nach links vom Differentialoperator zu bringen und sie von dem 
Komezzeichen zu befreien. Etwas komplizierter wird die Sache bei der 
Berechnung des Gradienten eines skalaren Produktes. Zunächst haben wir 

173 V3ia3 = väS + v3f»*) 
oder 

173a grad(91S) = gradt3l») + grad(ai»). 

Um den Vektor grad (3t ^) auf bekannte Ausdrücke zu reduzieren, 
schreiben wir 

[S rot 3tl = [ajfvaj] ^ 7 • *»3t - » V 2t. 
woraus folgt: 

173b grad (tt») - » grad • S + |» rot a], 

und ganz analog 

grad (aö) = ät grad • 3i + [a rot «|. 

Wir erhalten somit f&r den Gradienten des skalaren Produktes 

333 den Ausdruck 

]73e grad (SS) = « grad • » + [« rot S] -|- S grad • « + [8 rot «]. 

Setzen wir in dieser Formel ^ = 3[ , so wird 

173d grad 91» = grad A» = 2{% grad •% + [& rot ä]}. 

FUr einen Vektor, dessen Betrag konstant ist, folgt hieraus 

grad ä* = = 2{9I grad •% + [%Tot %]] 
oder 

174 91 grad ■ 9t = - [ä rot St] (.4 = const.). 

Es ist für die Beherrschung der Vektoranal;sis außerordentlich 
wichtig, eine Sicherheit in der Behandlung des Xablaoperators zu be- 
sitzen. Wir wollen hier deswegen einige weitere Beispiele bringen, die 
wir so aussuchen , daß sie uns fUr die späteren Anwendungen ntlt^ch 
werden. 

Beispiel 1. Wäre V ein gewdhnlicher Vektor, so hätte man 
schreiben können 
3t(» V ß) = ^ 7 • 9l(i; 

*) F. Em de bezeichnet diese AuedrUcke mit 

V«»r («.grad.»), V . «» -~ (« • grad • «) 
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11g Beispiele der Behandlntig von 7 ala Vektor. § 24 

da aber V &■!> Differentialoperotor ist, so wird man schreiben mOsseii 

9t{35ve) = »v9l6 
oder ^ 

175 3t(» grad - G) = » grad ■ »G. 

Unter Berücksichtigung der Formel 173 b wird diese Gleichung zu 
115ft a(8 grad • €) = »{« grad ■ € + (S rot (£]). 

Diese Formel kann man auch in der Form 
175b [91^] rot G = » (31 grad • G) - 3t(S grad • G) 

schreiben, die Burali-Forti und Marcolongo sogar als Definition 
des Rotors ansehen (Elements de calcul vectoriel), indem sie rot @ 
als einen Vektor definieren, der bei beliebigen 91 und S dieser Gleichung 
genügt. 

Beispiel 2. Bilden wir die DiTergenz der beiden Seiten der 
Identität 

[9is] 6 ■ SB = [ä®] . Ga; + [356] • %3i + [GS] • »aj, 

wo 31, 9, G vorläufig konstante Vektoren sein mögen, so wird: 
aÖG di7 äJ = [ataS] grad (6^) + [86] grad (9133) + [631] grad (833) 
= [9(»l{e grad • 33 + [6 rot «]} + [» 6] { 91 grad • 33 + [91 rot 33]) 
+ [G9l]{8 grad . 8 + [8 rot 33]). 

[91 8] ie rot 93] + [8 G] [31 rot 3?] + [6 31] [8 rot 33] 
-= {[[9i8]G] + [[86] 3t] + [[69l]8] j rot 8 = 0, 
so folgt hieraus 

176 9l8Gdiv8 = [9t8](Ggr8d.g3) + [8G](3tgrad.8) + [6ä](8grad.8). 
Diese Gleichung gilt natflrlich auch dann, wenn 3(, 8, G beliebige 
Ortsfunktionen sind, weil sich diese Vektoren auf beiden Seiten der 
Gleichung links vom DifTerentialoperator befinden. Man kann aber diese 
Beziehung auch ohne Rechnung sofort hinschreiben, wenn man in 
der Identität 

318G • @8 = [3t8](6@ • 8) + [86](9I® ■ 8) + [G3lUS@ • 8) 
den Vektor @ durch «grad" ersetzt 

Beispiel 3. In der Identität (Aufgabe 19b) 
[[[918]6]8] = [88] . 916- [9158] -86 = [8(9tG • 8)] - [9((8G • 8)] 
können wir den Vektor G durch «grad" ersetzen, weil dann sowohl auf 
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§ 24 Aufgaben. 117 

der rechten wie auf der linken Seite nur der Vektor % der Wirkung 
des Differential Operators unterworfen wird. So erhält man die Beziehung 

177 [[[21»] grad]3i] = [»{ä grad • ¥1)] - [31(33 grad • it)]. 
Anderseits ist aber auch 

[[[31»] 6]^] ^^ G . 3(ÖiH - liVÜ] • GSJ 
und folglich 

177b [[[3t»] grad]»] = grad ([«»]») - [31»] div ». 

Aus 177 und 177 a folgt 
177b grad ([M»] ») ^ [31»] div :i? + [»{3( grad • m] - [3l(» grad • »)]. 

Beispiel 4. Wir wollen den Vektor [[3t grad](p»] ausrechnen: 
Es gilt 

[[3( vl^»] = V (äff ») - 3( . V ?», 
nun ist 

V (9t <P») = V (3E?») + V (3l»f) = ? grad 3t» + MS • grad y, 
so daß 

178 [[91 v]?»] = 3t» • grad 9 + tp grad (31») - 3t div yö 

= 3t » • grad (p - 3t . » gi-ad p + ¥ [ 3t grad ■ » + [3i rot »] - St div » ). 
♦Aufgabe 87. 

a) Man berechne [grad 31] ». 

b) Man berechne [[3 grad]»!. 

c) Man berechne 3t grad (» IS). 

d) Man berechne [[grad 3t] »]. 

e) Man berechne dlv [3l3t], rot [3t 3t]. 

f) Man berechne [3( grad]r, [[9t gradlr], 9t» grad • r. 
Aufgabe 88. Man beweise, daß bei der Drehung der Einheits- 
vektoren m und it der Ausdruck 

dm dn ~d» dm 
konstant bleibt , solange das Vektorprodukt [m n] sich nicht ändert. 
Dabei sind f und ^ zwei beliebige Ortsfunktionen und 

-3^=mgrad«I., -g^=ngrad*. 
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^Aufgabe 89. Man berechoe die AusdrOcke 

grad(3[8), »gnid-», » ffr»»* • 9 + ~ [» rot »] 

•If FnnktioDeti der Projektiooen in rechtwinkligen Koordinaten Ar, Ap, A„ 
B,t Jif- S, und ihrer Ableitungen. 

"Aufgabe 90. Uan beweise den Satz: Wenn 9 ein wirbelfreier 
V^tor ist, so ist der Gradient seiner Projektion anf eine feste Richtung c 
l^eich der Ableitung des Vektors 91 nach dieser Biebtung: 

4^ = grad(ca) (f=l). 

"Aufgabe 91. Man beweise die Formeln 

a) ff^f%dv = ßf'&d^—f%finAfdr. 

b) /a rot ».?c =/ö rot arfr -/rff [9»], 
r y r 

wo ip, 9, 9 beliebige stetige GrOBen sind and F die Hülle des 
Baumes V ist. 

^Aufgabe 92. Welche Eigenschaft mnfi der Vektor 9 haben, damit 
flir eine beliebige Hflile die Beziehung 

gflt? (c =: conat.) 

"Aufgabe 9S. Man transformiere das Bwidint^ral^ tr/T9] in ein 

Flachenintegrsl Ober eine von der Kurve K berandet« Fl&che. 
Was wird ans diesem Int^p-al fllr 9 = r ? 
Was wird aus diesem Integral för 9 = [crl? (c = coust.) 

§ 25. Zweite Ableitungen. 

Wenn man die i^umlichen Ableitungen nochmals differenziert, so 
erhält man die zweiten Ableitungen. Auch bei der Berechnung 
der zweiten Ableitungen kann man den DifTerentialoperator y als Vektor 
behandeln, doch tauchen hier besondere Schwierigkeiten in den Bezeich- 
nungen auf, die bei den ersten Ableitungen nicht vorhanden sind. Wir 
haben dreierlei erste Ableitui^en eines Vektors kennen gelernt : die 
Direi^nz, den Rotor und die Bichtungsableitung. Dagegen hat ein 
Skalar nur eise erste Ableitung, weil seine Richtungsableitung nichts 
anderes ist als die Projektion seines Gradienten auf die betreffende 
Richtung. 
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§ 25 Der Laplacesche Operator. 119 

Wir betrachten zuerst ein» skalare Ortsfunktion f. Ihre erste 
Ableitung ist grail f. Ihr« zweiten Ableitungen sind 

dir grad f, rot grsd f und c grad • grad <f 
oder in Nablaform 

VVFi fVVF.I und cv 7T- 
Nun ist, nach Formel 165, 

rot grad f = 0= L VV <p] ^ [7 7] ? ■ 
Man mufi also, wie bei einem gewöhnlichen Vektor, 

[V7] = 
setzen. 

Die andere Ableitung von f ist 
179 dir grad f = W9 = 7*<f . 

Der Ausdruck v*Ep (sprich: Nabla Quadrat 7) wird auch die Laplacesche 
Funktion von <p genannt, und es wird fUr diese Funktion auch die 
Ton Laplace eingeführte Bezeichnung 

^T — 7*T 
gebraucht. In kartesischen Koordinaten wird dieser Ausdruck zu 
i7n. _«_ S'y I 3'y , 3'? 

>"• ' f-Ty+sF + l?"' 

wie man leicht ausrechnen kann. Man kann ihn darstellen ab Produkt 
von 7 mit dem symboliachen skalaren Faktor 

den man erhält, wenn man 

"^^'Tsr + '-iT + '-ir 

mit sich selbst skalar multipliziert und dabei 

\dx) ' \Jy} ' \W) 
durch 

dx' ' dy' ' 9«' 
ersetzt. Ist der Vektor grad cp quellenfrei, so gilt die Laplacesche 
Oleichnng 

V*(p = 0. 

Einer solchen Gleichung muß die Temperatur & einer sutionären Wärme- 
suömung in einem homogenen Körper genügen, denn der Vektor grad t9' ist 
dann zugleich wirbelfrei und quellenfrei (vgl. S. 92). Dieser Gleichung genagt 



,y Google 



120 RichtnugsableitQßg eines Gradienten. § 25 

auch die Potentialfunktion ^ der wirbelfreicn Geschwindigkeit einer inkompres- 
siblen Flüssigkeit, weil die Geschwindigkeit einer inkompresstblen Flüssigkeit 
quellenfrei ist, woraus die Bedingung div grad ^ ^ folgt. Ebenso wird in 
einem stationären elektromagnetischen Felde die elektrische Feldstärke 

S = — grad V. 
Wo keine Ladungen vorhanden sind, da wird Id einem homogenen Medium aadi 

div ® = ^ — div grad v. 
Das Potential v genügt also der La place sehen Differentialgletchnng. 
Die RichtuQgsableitung ron grad ip ist 

181 c grad • grad (p = 07 • VT- 

In kartesischen Koordinaten kann dieser Ausdruck geschrieben werden : 

+ ' ("- WsV + "' "araV + «■ T^-) ■ 

woron man sich leicht durch Nachrechnen Oberzeugt. 

Es ist bemerkenswert, daß auch in schiefwinkligen Koordinaten, 
deren Achsen parallel zu den drei konstanten EinheitsTektoren m, n, p sind, der 
Vektor c grad • grad (p in der Form 181 a geschrieben werden kann, wenn man 
nur t, j, { durch m, n, p ersetzt. Das erklärt sich dadurch, daß das sskalare 
Produkt« CV in schiefwinkligen, ebenso wie in rechtwinkligen Koordinaten 
die Form 

182 ., = ,,^ + ,,^ + „_^ 

hat (vgl. die Lösung der Aufgabe 89). Dagegen ist in schiefwinkligen Koordinaten: 
180a 7.= („--^ + „,^ + ,,^)' 

= m"-^ + ri'-^ + x/'-^ + 2m' «'äJ^ + ^''P'slk + «''"'TO 

und folglich 

179b ^., = „,..g- + „„|t + ^.=-|i 

Die zu den Einheitsvektoren in, n, ;> reziproken Vektoren nt', n', p' sind im 
allgemeinen keine Einheitsvektoren, so daß man ihre Quadrate nicht 
gleich Eins setzen darf. 



,y Google 
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Wir gehen jetzt zu den zweiten Ableitungen eines Vektors 31 
Aber. Die Ableitung des Skalars dir % ist 

183 graddiT3l = 7*7ä- 

In kftrtesischen Koordinaten kann man diesen Vektor in der Form 

' \~J^ '*" du 3rc "t" Sedx} 
183a graddi.3t= +i(^ + ^ + ^) 

^^Kdxdz ^ dl/ dz ^^^) 

schreiben. Diese Formel gilt auch in schiefwinkligen Koordi- 
naten, wenn man die Grundvektoreu durch die reziproken Vektoren 
ni^ n', (/ der zu den Achsen parallelen Einheitsvektoren ni, n, p ersetzt. 
Das folgt daraus, daß die Divergenz eines Vektors auch in schiefwinkligen 
Koordinaten in der Form 

dargestellt wird. (Vgl. Formel 140.) 

Aus dem Vektor rot % kann man verschiedene zweite Ableitungen 
des Vektors % bilden. Zuerst ist, nach 154 

diTrot3l^0 = v[79l]. 
Femer kann man schreiben 

rotrot3l = [v[73l]] = V 791-7*91 
oder 

184 rot rot a = grad dir % - 7»«. 

Der Vektor v'^ kann nicht als Ableitung eines der AusdrOcke div 9, 
rot 3f, c grad • 31 dargestellt werden*^); man erhält aber die Formel 184 am 
173b grad (^Sl) = S grad • 3t -F [» rot %], 

wenn man den Vektor ^ durch das Flächenelement d^ ersetzt und das 
HllUenintegral bildet: 

grad { hm J, / rff'Jt j = lim \ f d] grad • % + lim | f {d\ rot 3(1. 
Es ist also 
184a v*3t = lim \ § ^f grad • 91 = grad div % — rot rot %. 

*) Wir werden in der AffinoranalyeJB sehen, daB man den Vektor 7*9( als 
Traktor des NablaaTf inor s V 3( darstellen kann, 
V*3t = 7(7'Sl)- 
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Rechnet man die Projektionen von rot rot 91 in rechtwinkligen Koordi- 
naten aus (vgl. Aufgabe 95), so findet man leicht, dafi 

184b V9(--g^ + -gy,+-3^-+j(-3^ + -ä^+-3^) 

Man kann aber diese Formel auch dadurch erhatten, daß man den 
Vektor 31 mit dem symbolischen skalaren Faktor 

V — 3a;' ■ dv* ■•" 3a' 
multipliziert. (Bei schiefwinkligen Koordinaten bestimmt man den sym- 
bolischen Faktor y' aus der Formel 180a.) Aus der Formel 184a 
bemerken wir scblieBlich, daS jeder Vektor 31, der gleichzeitig quellenfrei 
und wirbelfrei ist, der Differentialgleichung 

V'2t = 

genOgen mufi. Der umgekehrte Satz gilt aber nicht; so ist z. B. der 

Vektor 31 = [cr], wo c konstant ist, zwar quellenfrei, sein Ilotor ist aber 

nicht gleich Null, sondern rot[cr]=2c- Trotzdem ist v*[crl = 0. 

Für die Rrchtungsableitung von rot % kann man schreiben: 

cgrad.rot3t= cV[Vä] = [vCc7 - 31)] = rot (cvSl)- 

Das Komezzeichen unter c besagt, daB bei der Rotorbildung c konstant zu halten 
ist. Nun ist aber nach Formel 167b S. 114 

rot [rot 3Ic] = [7[rot äc]] = c grad • rot 31 — c div rot ä =1 c grad - rot 3(, 
so daß 
185 c grad • rot S = rot (c grad • 91) = rot [rot Sc]. 

Man erhält die Projektionen dieses Ausdrucks in kartesischen Koordinaten, 
wenn man den Vektor 

i i 

_ _3_ _ 

n dw i 

A:r Af 

mit dem oskalaren Produkt* 

cgrad = c, -3 - + .,-.-- + 
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symbolisch multipliziert: 

185 a cgrad . rot Ä — 

i 

__3' , 31 



Bichtungsableitung e 






'P'l3y33^ 323ir7 "*''■'' l ay' 3s3y,' +''' VSySJ 3«' ^j 
, .1 /3»Ar SM, \ , /d'A^ ^^*.\ , /3'J, d'A,\\ 

= + 1 j^- bi3F — ä^j + '=' Vdm~Wd^} + "' VW- — -sF^;} 

1 / 9My 3^^\ , / 3M» d^Ax \ , [ 3'X, gM- xl 
■•"'l'"-' Wa;' 31/3^ ■•"'^'V3ar3ff "3»' ^ "*" ''^ Ux^? "3F5?/| 

Wir haben somit die Divergenz, den Rotor und die Richtungsableitung 
von rot 31 untersucht. Die Formel 1S5 gibt zugleich auch den Rotor der 
Richtungsableitung t grad ■ %. an, wo c ein konstanter Vektor ist. Ebenso er- 
hält man die Divergenz dieser Richtungsableitung aus 

186 div (c grad . 3() = c grad div St. 

Dieser Ausdruck ist gleich dem skalaren Produkt des Vektors grad div % mit 
dem konstanten Vektor c. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch die Richtungsableitung einer 
Richtungsableitung erwähnen, 

c' grad . (c grad - 3() ^ c'7 • (c V ■ ä). 
Wenn sowohl t als c' konstant gehalten werden, so gilt auch 
c' grad - (e grad . 3(} = c grad • (c* grad • St). 

Wir haben (gesehen, daß man auch bei den zweiten Ableitungen 
den Operator v ^^ Vektor behandeln kann. Eis wäre aber falsch daraus 
den Schluß zu zieben, daß man ancb den Operator 7V = V* ^ einen 
Skalar behandeln könnte; freilich, wenn in einem Produkt mehrerer 
OrÖßen nur eine Größe variabel ist, so kann man ohne weiteres 
schreiben : 

187 V»;f»|i = (pv'4' 

187» V*^Ö = 3tv*» 

187b 7'[9[Öl = [9(7'«l 
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124 Neue Bezeichnung der Teilgradienton. § 25 

187c v'(?9I»G) = ?l'3l«]v*6 usw. 

Es wäre aber falsch, in analoger Weise z. B. die Gleichung v'?*!* 
= T V*4' + 4 7*7 Biifstellen zu wollen. Um das genauer einzusehen, 
schreiben wir zuerst 

grad f^ = f grad ^ + '^ grad y, 
woraus folgt: 

188 V^'iF't' = ^^^ g"^^^ ?^ = ^>' (? K'*^ 1") + ^^^ (^ P"*^ f) 

= TV*^ + 'l'V*?' + 2 grad y grad ^. 
Etwas komplizierter ist die Ausrechnung von v'(^^)- Hier haben wir 
zuerst 

grad (%m = grad (91») + grad (9199). 

Wollen wir die Divergenz dieses Ausdruckes bilden, so ist hier bei dieser 
zweiten Differentiation sowohl % als auch S3 als variable OröBen zu be- 
handeln. Es treten hier also Ausdrucke auf, in denen einzelne Orfifien 
bei der ersten Differentiation als konstant, bei der zweiten als variabel 
zu bebandeln sind. FOr solche Ausdrucke reicht die Benutzung des 
Komezzeichens nicht mehr aus, und man kann sich dann dadurch helfen, 
daS man partielle Differentialoperatoren einführt: durch An- 
bringen eines Indexes am Differentialoperator, z. B. 7« oder gradn, be- 
stimmt man, daß er nur auf die durch den Index bezeichnete 
QröSe wirkt. So können wir dann schreiben 

grad (9[ ») = grada (M 33} + grada> (91 33) = y« (91 Ö) + Vs' (51 S) 
und 

V*(9l»U= V«Va(9l») + V.j.vaO(Ä^I + VaV*(9(a3) + V»7«(9ia5) 
= 9[v-39 + «V'3t + ViiV*CX«) + Va)Va(9£a3). 
Da aber 

VaV»(9l51) = Vi>V«(3l»), 
so folgt 
188a . v»(3ia) = 91v'»4 »V-9E4-2v«V»(9IS). 

Ebenso erhält man auch den Ausdruck 

189 V'[31S] ~ [2(V'S] — [SV'91] + 2 VaVs • [3IS]. 

Diese Formel kann man mit Benutzung der Affinorrechnung direkt beweisen. 
Wir können aber ihre Richtigkeil auch dadurch nachprüfen, daß wir die Vek- 
toren % und ^ in ihre Komponenten in rechtwinkligen Koordinaten zerlegen 
und die Projektionen von [äS] mit dem symbolischen Kaktor V* multiplizieren. 
Der Vektor VsVi'*L5t^] ''^nn dann geschrieben werden 
' dAg dB, I dAy dB. 



'-)+■ 



dA. dB, _ dAr dBg _ dA, 

dx dx dy dy dz 
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Diese Behandlung des Operators V* '^i^' ^^'^^ ''"^^ '^^^ beliebige Produkte 
mehrerer variablen Größen anwenden. So erhält man z. B. 

VVaSE) = [3ia9]7'6 + [»e]V'3£ + [e3(]7'S + 2v«7«(91SS) 
+ 2VaV«(3l»e) + 2v«VB(St©e). 
Dieser Ausdruck ist durchaus analog der zweiten Ableitung des Produktes xpe, 
wenn x, y, e Funktionen eines skalaren Parameters t sind: 

d'(xyz) d^z , d'x d'y dxdy . - dy dz 

dz dm 

♦Aufgabe 94. 

a) Man berechne v' -z. ■. wenn r = |r|. 

b) Man berechne v'lnPi wenn p* = [er]*, c = const. 

c) Man berechne v'(c * r'), 7*(r • er). (c = const.) 

Aufgabe 95. Man beweise die Formel 184 b durch Ausrechnung 
von grad div 31 — rot rot 91 als Funktion der Projektionen Ar, Ä^, Ä, in 
kartesischen Koordinaten und deren Ableitungen. 

•Aufgabe 96. 

a) Man beweise, daß das Ober den ganzen Kaum erstreckte In- 
tegral JtJr rot ä grad cp gleich Null ist, wenn (p und rot ät im Unend- 
lichen so verschwinden, daß das Produkt r* • y rot3t für unendlich große r 
unendlich klein wird, 

b) Man beweise die Qreenschen Sätze 

Sd^f grad ^ =ji<f^*^ + gradtp grad ^)dr, 

F V 

Sd^{f grad ^ — ^ grad f) = f (yv»<ji — ^v^'P)*'''- 

Was wird aus der letzten Formel , wenn man ^ ^ — = -j — p setzt ? 
Was wird aus dieser Formel, wenn außerdem ip und grad ^ an einer Fläche F^ 
innerhalb des Volumens unstetig werden? 

'Aufgabe 97. Man beweise die Formel 
31 grad (» grad f) ~ 18 grad {% grad y) = (3t grad ■ 8 - S grad - 3t) grad y. 

Aufgabe 98. 

a) Man berechne v'f^t (F. Emde, Auszflge aus Maxwells El. und 
Magn., S. 172). 
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b) M&n bereclme div (^ grad • 3i), rot (^ grad - ti) (F. Em de, 
Archiv d. Matli. und Phjs. 1915, Bd. 24. S. 5). 

§ 26. Sprnngflächen. 

Wir betrachten jetzt solche skalare oder vektorielle Ortsfunktionen, 
die im ganzen Felde stetig Bind, aber au bestimmten Flächen eine sprung- 
hafte Änderung erleiden kSnnen. Solche GrGßen haben wir schon in 
% 10 der Vektoralgebra betrachtet, wo wir die Ausdrucke F^hengradient, 
Fläcbeadivergenz usw. eingeftlhrt haben. Wir wollen zeigen, daß diese 
Ausdrücke als AusartuDgen der entsprechenden räumlichea Ableitungen 
betrachtet werden können. 

Wir denken uns zwei Körper 1 und 2, getrennt durch eine Fläche F. 
Ein Vektor % habe im ganzen Körper 1 einen stetig variablen Wert 31,, 
im Körper 2 einen ebenfalls stetigen Wert älj. Nur in der Nähe der 
Obergangsääcbe F sei die Differenz 31, — S, groß im Verhältnis zu dem 
Abstand der entsprechenden Aufpunkte. Im Grenzfall werden wir dieses 
VerlUÜtnis unendlich groß annehmen, der Vektor % wird an beiden 
Seiten der Trennfläche verschiedene Werte haben; beim Durchtritt durch 
die Sprung^che ändert sich dann der Feldvektor plötzlich um S(, — 91„ 
aber sowohl 3(, als anch 31, ist auf der Fläche F stetig, um die 
räumlichen Ableitungen in diesem Bereich der raschen Änderungen des 
Fig. 87. 



Feldvektors zu berechnen, nehmen wir als HoUe einen geraden Kreis- 
zyiinder, dessen Qrundflächen rJf, = nd/, df, = — ndf sind, und dessen 
unendlich kleine Höhe = h ist (Fig. 37). Den Normaleneinheitsvektor n 
fahren wir, wie in g 10, von der Seite 1 zu der Seite 2 der Fläche F. 
Auf dieser Zylinderfläcfae berechnen wir das HUllenintegral 

Drei Teile der Zylinderoberfläeh« sind za unterscheiden. 1. Die zwei 
Grundflächen nd/ und ~ nd/. Sie liefern zum Hüllenintegral den Bei- 
trag d/n (91. — Ä,). 2. Den im Körper 2 befindlichen Teil der Zylinder- 
mantelääche. Seinen Beitrag zum Htlllenintegral bezeichnen wir mit o,. 
3. Den im Körper 1 befindlichen Teil der Zjlindermantelfiäche. Seinen 
Beitrag zum Hüllanintegral bezeichnen wir mit a^. Dann wird; 
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'" * = W (''^" * " *■' + '■ + "')• 

a, und «, sind beide von der Größenordnung des eingeschlossenen Vo- 
lumens hd/, denn St, und 31, sind auf den entsprecbenden Teilen der 
ZyliDdermantelääche stetig. Die Differenz %, ~ 3(j ist dagegen groS im 
Verliältnis zu h und bleibt auch bei einem Terschwindend kleinen k end- 
lich. Der Ausdruck dir % hat also in diesem Fall keinen Sinn, da er 
im Grenzfall unendlich grofi wird. Wir setzen deswegen 

Div a = lim 7* div 31 = n (31, ~ «,), 

indem wir die unendlich kleine GröSe ' , — vernachlässigen, und nennen 
diesen Ausdruck die Flächendirergenz von !ä. Div H ist gleich der 
Differenz des durch die Flächeneinheit von J^ auf der positiven Seite aus- 
tretenden Flusses von % und des durch diese Flächeneinheit auf der nega- 
tiven Seite eintretenden Flusses. Das ist also die Ergiebigkeit der 
Flächeuquelle von % 

Das Verfahren ist allgemein; wir können in gleicher Weise 
auch den Flächengradienten, den Flächenrotor usw. bilden. Aus jedem 
räumlichen Differentialausdruck erhält man den entspre- 
chenden flächenhaften, wenn man im Halle nintegral (Jf 
durch den Normalenvektor ersetzt, alle variablen Gröfien 
3(, 9 . . . durch 31, , 3)j... ersetzt und davon denselben Aus- 
druck subtrahiert, in dem 3(,, 9« . . . durch 91^ %, . . . ersetzt 
worden sind. Diese Definition entspricht vollsfändig der in dem ersten 
Teil auf S. 32 gegebenen. Um die fiächenbsften Ableitungen von den 
räumlicben zu unterscheiden, benutzen wir die Bezeichnungen Grad, Div, 
Kot anstatt grad, dir, rot. Aus den Uegeln ftlr die räumlichen Ab- 
leitungen können wir jetzt alle im § 10 fUr die öäcbenhaflen Ableitungen 
gegebenen Rechnungsr^eln ableiten. 

Da der Feldvektor an einer Sprungfläche im allgemeinen auch seine 
Richtung plötzlich ändert, so erleiden die Feldlinien an der Sprungfläche 
eine Brechung, Ist die Flächendivergenz eines Vektors an der Sprung- 
stelle gleich Null, so wird 

n9t, = n9(„ 

die Normalkomponente des Vektors wird an der Sprungstelle stetig. 
Ebenso sehen wir aus Rot 91 = [n (ät, — 31,)] , dafi die Tangential- 
komponente eines Vektors an der Sprungstelle stetig ist, wenn sein 
Flächenrotor gleich Null ist. 



,y Google 



128 FeldliDieobtccfaimg. { 26 

Ah Beispiel betnchtcD wir das elektrostatische Fdd an der Trennfläche F 
zwischen rwci nihcnden Körpcni mit den Dielcktrizitätskonstaiitea t, und t^. 
Die Feldstärke £, bildet mit der Normale n einen Winkel «„ die Feldstärke ^ 
einea Winkel tfy Da aber in einem solchen Felde der Flächenwirbcl der Feld- 
stärke gleich Nnll ist, so ist die TangentialkomponcDte von S an der Trcnn- 
fläcbe stetig: 

[ne,] = [nej], oder ]e, sin a, = j gj sm «^ 
Die Flächeodivergenz der Feldstärke 

DiTg = n(C,— e,) 
ist aber von Null verschieden; sie ist der Dichte der freien Elektrizität an der 
Trennfläche proportional. 

Wenn keine wahre Flächenladung an der Trennfläche beider Körper 
vorhanden ist, so verschwindet die Flächendivergenz der elektrischen Ver- 
fchiebong. 

Die Normalkomponente der Verschicbimg ist an der Trennfläche stetig: 

c,|@,[ cos a, = Cj|l£i| cosff,, 
woraus man das Brcchusgsgcsetz der Kraftlinien ableitet: 
«I ^ tg«. 

Teilen wir das Feld in Einheitsröhren ein, so werden diese Rohres an 
der Sprungfläche geknickt, aber die Zahl der 2>-Röhren bleibt an beiden 
Seiten der Unstetigkeitsfläche dieselbe, weil die Flächendivergenz des Vektors 3> 
gleich Null ist. Teilt man auch das Feld des Vektors S in Einheitsröhren ein, 
so wird man vor und hinter der Trennfläche verschieden viel Einheits röhren 
zeidinen müssen, obwohl die Kraftlinien von @ und 23 in jedem Punkt voll- 
ständig übereinstimmen. 

Wir denken uns noch einen geladenen leitenden Körper in einem homo- 
genen Dielektrikum. Im Inneren eines leitenden Körpers ist die Feldstäriie bei 
elektrischem Gleichgewicht gleich Null. Die Linien der elektrischen Feldstärke 
reichen nur bis zur Oberfläche des geladenen Körpers, wo sie plöulich auf- 
hören, die Ladung des Körpers wird der Zahl der von seiner Oberfläche aus* 
gehenden EinheitsrÖhren proportional. 

Die Existenz von Flächenwirbeln und Fl Seilen quellen eines 
Vektot3 ist aber in keiner Weise mit den räumlichen Quellen und Wirbeln 
des Vektors verbunden; es kann also dicht an der Spnmgfläche 

div a, = div a, oder rot 3, = rot 91, 
sein, ohne daß der Flächenrotor oder die FUchendivei^enz des Vektors 
verschwinden maßte. Denken wir uns z. B. den Vektor 9 als Qradienten 
einer skslaren Funktion f. Das Feld von <p sei durch eine Spningfiächa 



,y Google 



§ 26 FIKchenrotor and Flftcbeudifergeiu: eines Gradienten. X29 

in zwei Teile 1 und 2 getrennt, so daB im Teil 1 der Vektor den Wert 
^j = gcti f „ im Teil 2 den Wert 9t, = grad 7, habe. Wir nehmen an, 
dafi die Differenz f, — <p, un der Sprungfläche einen von Null rerschie- 
denen Wert hat, daß aber sowohl (p, als ancfa f, an der FlSche stetig 
ist. Dann wird der Flächenrotor von 91 

Rot grad ^ =^ Rot 9t = [n (91, - 9li)] = [n grad (f^ - f ,)]. 
Kot % ist also gleich KuU, wenn cp, — cp, auf der F^he einen konstanten 
Wert hat, sonst aber durch die Änderung von y, — <pj auf der Fläche 
bestimmt. Ganz unabhängig davon ist der räumliche Rotor tod 31 
auch auf der Trennfläcbe durch 

rot 31, = rot grad f [ = 0, rot 31, = rot grad ?, = 
bestimmt 

Wir haben gesehen, daß der Flächenrotor eines Fotential- 
Tektors durch die Änderung des Sprunges seiner Potentialfunktion auf 
der Sprungfläche bestimmt ist. Die Flächendirergenz eines 
wirbelfreien Vektors ist dag^en durch die Änderung des Sprunges der 
Potentialfunktion normal zur Sprungfläche bestimmt, denn es ist 

DiT grad y = n grad (?, - y,) = -|j- „ ^. 

Wenn ein Vektor 91 in dem durch eine HOlle F begrenzten Raum V 
gegeben ist, so erlaubt der Qaußsche Satz das Raumintegral seiner 
Diveigenz in ein Hollenintegral zu ver- 
wandeln: 



142 /dpdi?9l=/rff9l. 




Bei der Ableitung dieser Formel haben wir 
aber roransgesetzt , daß sowohl div 31, alü 
auch 3( selbst im ganzen Raum V endlich 
und stetig bleibt; wenn aber im Bereich Y 
eine nngescblossene Fläche F^ liegt, auf der 
sich der Vektor % sprunghaft ändert, so ist 
der OauSsebe Satz fUr einen solchen Vektor 
nicht mehr galtig. Wir können aber die Sprungfläche F^ durch 
eine HtÜle F' umgeben, die aus dem Volumen V ein Volumen F' heraus- 
schneidet (Fig. 38), und den Gaaßschen Satz auf das Volumen V— V 
anwenden. Nur muS man dann auch die Halle F' zur Begrenzung des 
Volumens V—V mitrechnen. Han erhält also: 

T—v r+r F F- 

Spielrsin, Taktairaoluiiiiig. 9 
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130 ii»i)ftM-h<>r ,'^ta bei SprnngflftdiMi. jj 2S 

Die Fläeh« f kann nwM so ((«fomiiereaT (US sie üeli m boiie Seiten der 
Spmngffi&eh« /', immer mehr anschmiegt ; das «nf^escUoewiie YolDaien V 
wird dabei immer kleiner and strebt dem QrvBxwtxi Null zu. Wenn div % 
Mch in der NUie der dprangflSehe endlich and rtetig bleibt, so rer- 
sehwindet dae Ober V erstreckte Kaaniotegral mit P. Das HKllenintegnd 
Mf /' Terschwiodet aber nicht. Beaeichnen wir mit n den Kormalen- 
rektor aaf der positiven Seite der Sprangfläebe, so wird im Grenzfali 
jedem Flächenelement der HoUe tif = -—ndf, da« sich aof der posiÜTen 
Seite der Spmngfläcbe in ihrer nnmittelbaren Nahe befindet, auf der an- 
deren Seite der Spran^äche das Fläehendement ndf der Halle ent- 
sprechen. (Dabeiist zn bemerken, da5 die Spmngfiäche anBerhalb des 
Integrationsgebietes liegt, die aaSere Normale der Hülle F ist ge^en 
die Spmngfi'&che /', gerichtet; m erklärt sich die Wahl der VorzeicheD 
bei den Flächenelementen der Hfllle.) Wenn der Feldrektor an beiden 
Seiten der Spmngfläche verschiedene Werte %^ und jt, besitzt, so wird 
der Integrand an der poeitiren Seite den Wert — n3,(I/ nnd an der ent- 
sprechenden negativen Seite den Wert +nS,(I/ haben. Im Grenzfali, 
wo sich also die Halle ganz dicht an die Sprungfläche legt, verwandelt 
sich das Hallenintegral Über I^ in ein FUcheaintegral Ober F^: 

fd\% ^-/d/(na,-na,) = -/rf/DiTa. 

y r, r, 

Der (jauBsche Satz nimmt also jetzt die Form 

190 fflr div 3( -j-fd/DiY % = i"dfä 

an. 

Ganz analog erhält man aus der Formel 

160b /rot9trf« = ^[rffaj, 

V F, 

die fUr einen innerhalb V stetigen Feldvektor gilt, die Formel 

191 /rot 3t dv + fd/ Rot 91 = ^[rff a], 

wo Hot ti " I II {i\, 31,1 1 dem Betrage nach den Sprung der Tangential- 
koniponente |u[(ill, — 9[,)il| | an einer innerhalb V liegenden üostetig- 
keitsflRche von 9( angibt. 

AtiFgabe 09, Man beweise die Formeln 100 nnd 191 für den 
Fftll, daß djt> innerhalb V liegende Unstetigkeitefläche F^ g»- 
schloBsen ist« 
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§ 27 Das totale Differential eines Vektoc«. 131 

Aufgabe 100. Der Stokessche Satz 

^dr3I=/dfrot3l 

K F 

gilt nur, wenn «uf der von der Kurve K berandeten Fläche F der 
Vektor 3 endlich und stetig ist. Wie ändert sich der Stokessche Satz, 
wenn auf der Fläche F eine geschlossene Kurve K' existiert, an der sich 
der Vektor % sprunghaft ändert? 

Welche Form nimmt der so erhaltene Ausdruck an, wenn K' eine 
ungeschlossene Kurve ist? 

Aufgabe loi. In der Aufgabe $6 wurde die Formel 
4,^. = -/^., 

abgeleitet. Wie ändert sich diese Formel, wenn sich gi und grad (f auf einer 
geschlossenen oder ungeschlossenen Fläche f, sprunghaft ändern? 

§ 27. Bestimmung des Feldvektors aus seinen räumlichen 
Ableitungen. Das Vektorpotential. Zerlegung eines beliebigen 
Feldvektors in einen quellenfreien and einen wirbelfreien Teil. 

Bisher haben wir untersucht, wie man die riiamlichen Ableitungen 
gegebener Ortsfunktionen berechnen kann. Sehr wichtig ist aber auch 
die umgekehrte Aufgabe, ans den gegebenen räumlichen Ablei- 
tungen die Ortsfunktion zu bestimmen. Wir haben schon im 
§ 23 gesehen, daß man aus dem gegebenen Gradienten einer skalaren 
Ortsfunktion f ihren Wert bis auf eine Additivkonstante ipg durch daa 
Linienintegral 

bestimmen kann, dt grad f ist das totale Differential der Funktion f. 
Ebenso kann man eine vektorieUe Ortsfunktion 9 durch ein Linienintegral 
bestimmen, wenn man für jeden Punkt nnd fOr eine beliebige Rich- 
tung der Verschiebung, dv des Aufpunktes den Wert von {fr grad • % 
kennt. Nach der Definition von dl grad • 3( ist dieser Vektor auch ein 
totales Differential, nämlich das des Vektors 3. Bildet man das 
Linieniotegral auf einer beliebigen, zwei Punkte t^, i verbindende^ 
Kurve, so wird dieses Integral gleich der Differenz der entsprechenden 
Werte von 3(: 

192 fdtgni ■% = %(x)- 3((ro). 
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132 I>fte totale Differential eines Vektors. § 'J7 

Bei konstantem t,, und variablem [ bestimmt dieses Integral in jedem 
Punkt den Wert von % bis auf eine additive Konstante K;,. Da aber 
drgrad • 'S eine lineare Vektorfunktion von dt ist (rgl. Aufgabe 89), 
so ist zur Bestimmung dieser linearen Vektorfunktion fQr alle Richtungen 
von dx die Kenntnis Too neun skalaren Ortsfunktionen notwendig. Diese 
neun Skalare können aber nicht ganz willkürlich gewählt werden , denn 
ebenso wie nicht jeder Vektor als Gradient einer Ortsfunktion dar^^estellt 
werden kann, sondern nur ein wirbelfreier Vektor, so kann man auch 
nicht jede lineare Vektorfunktion von dx in der Form <Zr grad ■ 31 dar- 
stellen. Schreibt man z. B. 

dt grad • 31 = trfr ■ c, c = const-, 
so findet man sofort 



Es ist aber anmSglicb, einen Vektor 31 zu finden, der die Gleichung 

dr grad ■ 5Ä = cdr • r 
bei jedem dt befriedigen könnte. 

Fttr das totale Differential dt grad «ät eines Vektors 3( gilt die 
Beziehung 
192a ^dr grad -31 = 

auf einer beliebig gestalteten Randkurve in dem Bereich, wo diese lineare 
Vektorfunktion endlich und stetig ist. 

Betrachtet man einen Vektor ti und seine Projektionen auf alle 
mSglichen Richtungen im Räume, so kann man jeder Richtung li eine 
skalare Größe, die Projektion von % auf ii zuordnen; diese skalare Größe 
ist also eine Funktion der Richtung n. Man kann dann den 
Vektor 31 als eine Größe auffassen, die die Gesamtheit der so definierten 
Skalare darstellt. Diese Skalare sind aber nicht unabhängig voneinander: 
die Kenntnis der Skalare für drei nichtkomplanare Richtungen bestimmt 
auch die allen anderen Richtungen zugeordneten Skalare und somit auch 
den Vektor 31. Auf diese Weise haben wir z. B. den Vektor grad <p aus 
seinen Projektionen bestimmt (§ 16): Jeder Richtung haben wir die Ab- 
leitung von <p nach dieser Richtung zugeordnet und haben gesehen, daß 
die Gesamtheit dieser Ableitungen in allen Richtungen durch einen 
Vektor grad f dai^estellt werden kann. 

Betrachten wir jetzt für eine beliebige Richtung n die Ableitung 
eines Vektors 3( nach dieser Richtung 



||- = „gr.d.3(, 
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§ 27 Bestimianag des Feldvektore aus seinen Quellen und Wirbeln. 133 

SO erhalten wir zur Darstellung der Gesamtheit dieser den Richtungen n 
zugeordneten Vektoren eine Größe, die nicht mehr ein Vektor, sondern 
eine OrSBe anderer Art ist. 'Diese Größe wird bestimmt, wenn man 
(^r grad • 9( fOr drei nichtkomplanare Richtungen dir kennt, also durch drei 
Vektoren oder durch neun Zahlen. Solche Größen, die in der Mechanik 
und Physik eine sehr große Rolle spielen, wollen wir am Ende des Buches 
kurz untersuchen. Jetzt aber wenden wir uns den räumlichen Ablei- 
tur^en einer vektoriellen Ortsfunktion zu, die durch gewöhnliche Vektor- 
analjsis behandelt werden können, der Divergenz und dem Rotor des 
Feldyektors. 

Wir wollen also einen Vektor 3t zu finden versuchen, der in einem 
gegebenen Feld den Differentialgleichungen 

div a = p, rot « = ö 
genügt, wo p, S gegebene Ortsfunktionen sind. Wir sehen sofort, daß 
diese Gleichungen nicht genügen, um denVektor % eindeutig zu be- 
stimmen, weil man zu dem Vektor ät einen beliebigen gleichzeitig quellen- 
und wirbelfreien Vektor Sß addieren und so einen Snmmenvektor ä + 35 
erhalten kann, der auch den Gleichungen 

div (9t + aS) = dir a = p, rot (3t + 3J) = rot 9t = » 
genOgt. Zur rollständigen Bestimmung eines stetigen Vektors 9f in einem 
Bereich V gentlgt es, anzugeben: 

1. Seine Quellen und Wirbel in diesem Bereich. 

2. Seine Werte an der Begrenzung F des Bereichs V, 

Mit anderen Worten, wenn zwei Ortsfunktionen 9tj und ^ den Be- 
dingungen 1 und 2 genügen, so wird im ganzen Bereich V die Differenz 
;0 =: %, — 9t} ^ sein. Das ist leicht zu beweisen: 33 ist ein quellen- 
und wirbelfreier Vektor, der an der Hülle F des Bereichs V verschwindet. 
Da iß wirbelfrei ist, so kann man ihn als Gradienten einer skalaran Orts- 
funktion tp darstellen, ^ = grad <p. Dann gilt die Beziehung: 

^tpaSdf =/div (t^) rfr =J(p div :iBrfp+/sy*rf'', 
f V V V 

oder, da div ^ = im Bereiche Y und 35 = an der Hülle .F, 
JS8 Vü = 0. 

Dieses Integral kann aber nui- dann gleich Null sein, wenn in jedem 
Punkt 33 = ist, was auch zu beweisen war. 

Wenn V den ganzen unendlichen Raum ausFtÜIt und 35 im unend- 
lichen wie - j- verschwindet, so wird ebenso im ganzen Raum $ = 0. 
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134 Skalares Potential and Vektorpot«ntial. § 27 

Es folgt daraus, dafi der Vektor % auch dann eindeutig bestimmt wird, 
wenn seine Quellen und Wirbel im ganzen Raum bekannt sind und wenn 
der Vektor im Unendlichen wie — j- verschwindet. (Es genügt auch, 

wenn 31 schneller als t " verschwindet, siehe E. Cohn, Das Elektrom. 
Feld, S. 372.) 

So können wir z. B. einen wirbelfreien Vektor 3 durch seine Quellen 
div 3( = (> bestimmen. Unter Benutzung der in den Lösungen der Aufgaben ^6 
and loi gegebenen Formeln können wir dann setzen: 



ia<p =f-^ 



31 = — grad (f. 



Wenn 9 an bestimmten Flächen F, unstetig wird und eine Flädiendivergenz 
Div ^ = 0) besitzt, so wird 



194 






Schliefilich könnte man bei Unstet igkeiten des Potentials auch die Doppel- 
schichten berücksichtigen (vgl. Aufgabe loi). 

Ein quellenfreier Vektor ist vollständig bestimmt, wenn im ganzen 
Raum seine Wirbel gegeben sind und wenn er außerdem im Unendlichen ver- 
schwindet. Ein solcher Vektor wird also im ganzen Raum die Differential- 
gleichungen 

195 rot 91 = », div a = 

erfüllen, wo die Ortsfunktion 9 die Wirbel des Feldvektors angibt. 

Wie ein wirbelfreier Vektor immer als Gradient einer skalaren Orts- 
fiinktion dargestellt werden kann, so kann ein quellen freier Vektor immer 
als Rotor eines anderen Vektors SB dargestellt werden. Der Vektor SB heißt 
dann das Vektorpotential des quellenfreien Vektors 91. Dabei kann man 
zum Vektorpotential einen beliebigen wirbelfreien Vektor addieren. Zur 
eindeutigen Bestimmung des Vektorpotentials verlangen wir noch, daß es 
im ganzen Raum quellenfrei bleibt, und erhalten so die zwei Bestimmungs- 
gleichungen 

196 rot SB = a^ div S = 0, 
die mit 195 formal identisch sind. 

Wir wollen jetzt das Vektorpotential aus den Wirbeln des Feldvektors 
bestimmen, ähnlich wie in 194 das skalare Potential aus- den Quellen eines 
wirbelfreien Vektors bestimmt worden ist. Wir erhalten aus 195 und 196: 

197 S = rot rot SB = grad div S — V'® = — 7'5B. 

Zerlegen wir diese Gleichung in ihre Komponenten nach den Grundvektoren, 
so erhalten wir für die a:-Komponente 

i?t = — v'ias. 



,y Google 



§ 27 Bestimmaug des TektorpotentialB eines Feldvektors aus seinen Wirbeln. 135 

Ganz analere Glcicbimgen erbaltea wir für die anderen Komponeaten. Wena 
■wir aber die Lösung der Aufgabe 96 S. 21J berücksichtigen, so erhalten wir aus 
diesen skalaren Differentialgleichungen: 

00 00 00 *■ 

also auch 

= rot SB. 



'-£^- - 



Man kann auch leicht beweisen, daß der so definierte Vektor 9J wirklich 
<]uellenfrei ist. 

Diese Bestimmung von ät aus seinen Wirbeln ist aber nur für einen 
stetigen quellenfreicn Vektor gültig, der im Unendlichen verschwindet. Wenn 
der Vektor an einer Fläche F^ unstetig wird, indem sich seine Tangeotial- 
komponenten an der Fläche sprunghaft ändern und so einen Flächenrotor 
Rot 3t = 6 bilden, so erhält man das Vektorpotential aus der Gleichung 

199 i,«=f^+JliL, ä = „,<s, 

°° Fl 

wie es in der Aufgabe lo; bewiesen wird. 

Wenn aber der Vektor ä sowohl Quellen als auch Wirbel hat, so kann 
man den Vektor M als Summe 

a = ä, + 3tj 
darstellen, wo 3(i ein im ganzen Felde wirbelfreter Vektor ist, der dieselben 
Quellen hat, wie der Vektor % und 9tj ein im ganzen Felde quellenfreier Vektor 
ist, der dieselben Wirbel hat, wie der Vektor 31. Diese Zerlegung ist auch ein- 
deutig, denn sowohl 3(, als auch ät; sind durch die Quellen und Wirbel von 91 
eindeutig bestimmt, wenn sie für den ganzen Raum gegeben sind. 

Wenn die Quellen und Wirbel eines Feldvektors nur in einem be- 
schränkten Qebiet V gef^eben sind, auf dessen Hülle F der Wert des 
Feldvektors bekannt ist, so kann man das Feld auch außerhalb des Ge- 
bietes Y fortsetzen, indem man z. B. dem Feldvektor im {ganzen 
außerhalb von V lief^enden Baum den Wert Null gibt. Dann wird die 
Holle F zur TJnstetigkeitsfiäche des Feldes; der Sprung der Normal- 
komponente von dem gegebenen Wert auf Null bestimmt die Flächen- 
divei^enz, der Sprung der Tangentialkomponente bestimmt den Fläclten- 
rotor des Feldvektors auf der HoUe F. Unter Berilcksicbtigung dieses 
Sprui^^es an der Grenzfläche kann man auch einen im begrenzten Be- 
reiche definierten Vektor in eine wirbelfreie und eine qnellenfreie Kom- 
ponente zerlegen. Doch ist diese Zerlegung nicht die einzig mOgliche, 
weil die gewählte Bedingung ftlr den Aufienraum willkOrlich ist und 
durch beliebige andere ersetzt werden könnte. 
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136 Verschiebung des Integrationsgebintfw. § 28 

'Aufgabe 102. Han beweise die Formel 

£ cdt • r = r[cdf] (c = conat.), 

K f 

wo F eine belieb^, von K berandete Fläche isL 

Aufgabe 103. Man berechne einen Vektor, dessen Vektorpotential 
gleich [er] ist (c = const.) 

Aufgabe 104. Han berechne einen Vektor, dessen Vektorpotential 
gleich — 2 c In p ist. p* = [er]*, c = const. 

Aufgabe 105. Man beweise die Formel 199. 

Kapitel 3. 
Geometrie der Tebtorfelder. 

g 28. Deformationen des Integrationsgebietes von Linien-, 
Flächen- und Raumintegralen. 

Wir haben die Änderung einer Ortsfunktion <p oder 3i bei einer 
Verschiebung 2i des Aufpunktes durch 

Sic grad f, Sv grad • % 
ausgedrückt. Wenn diese Verschiebung selbst auch eine Ortsfunktion 
ist, so daß die Äufpunkte eine Ton Punkt zu Punkt veränderliche 
Verschiebung erfahren, kann man sich die Aufgabe stellen, die Änderungen 

offdr, Sf%dr, «/ädf, sjsrfr, . . . 
r V F K 

Terschiedener Integrale zu berechnen. Hierbei soll also jeder Punkt des 
Integrationsgebietes eine unendlich kleine Verschiebung 2[ erfahren. Wir 
nehmen auch an, daS diese Verschiebungen stetige Ortsfanktionen sind, 
daß ferner jedem Punkt des deformierten Raumes nur ein Punkt des 
g^ebenen Raumes entspricht, jedem Flächen-, Linien- oder Volum- 
element nur ein Flächen-, Linien- oder Volumelement. 

Wir versuchen zunächst die Änderung des Volumintegrals ffdv 

zu bestimmen. Es sei F die Hülle des Volumens V und (2f der Vektor 
eines nach außen gerichteten FDichenelements dieser Hülle. Wenn St 
die Verschiebung dieses Flächenelementes ist, so bedeutet das skalare 
Produkt dfSr eine durch diese Verschiebung hervorgerufene Zu- oder 
Abnahme des Volumens V (Zunahme, wenn dfSr]>0). Das Volum- 
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§ 28 Deformierte Raaminteerale. ]37 

integral ffdv erföbrt darch die Verschiebung dieses Fläcbenelementes 

r 
einen elementaren Zuwachs fdfSr, so daß die Qesamtänderung 
des Int^^ales durch ein Ober die ganze HUlle des Volumens F ersb-ecktes 
Int^ral gegeben ist, das sich dann nach dem Oaußschen Satz in ein 
Integral Qhar das Volumen seihst verwandeln läßt: 

200 sff dv= ^ fäi^t =ftlv div {<p8r). 

VF r 

Diese Formel, die fOr ein beliebiges Volumen V gilt, bleibt anch fDr ein 
Volumelement dv gOltig; 

201 «((p dl!) = 5r grad ifdv) = dv dir (fSi). 

Nehmen wir an, <p sei die Dichte einer Substanz; dann bedeutet das 
Integral / qidv die Masse der im Volumen F beündlichen Substanz. Da aber 

bei einer Deformation des Körpers seine Masse unverändert bleibt, so wird für 
jedes Körperclemeot die Beziehung 

dv div (pSv = oder div {(p3t) = 
gelten. Wenn diese deformierbare Substanz inkompressibcl ist, also 
y = const., so muß der Vektor der Verschiebung im gegebenen 
Raum quellen fr ei sein, 

div 3x = 0. 

Genau dieselbe Überlegung, wie bei der Ableitung von 200, führt 
zu der Beziehung 

202 Sf%dv =/df 8t - 3t =fdr grad 8t -31 =/rfr(5r grad • 3t + StdivSt), 

VF r V . 

oder für ein Volnmelement dv: 

203 BOldv) = «t grad {%dv) = dt; grad St • K = dr (31 div Sr + 8i grad • ä). 

Setzt man in der Formel 201 ^ = 1, so erhält man eine rein 
geometrische Beziehung 

204 ■ 3t grad dv = dv div 8r oder 8r grad In dv = div St. 

Wenn die variable Verschiebung 8r auf alle Funkte eines Raumes an- 
gewendet vrird, so wird auch jedes Raumelement dadurch verschoben 
und deformiert. Seine Inhaltsänderung ist durch die Formel 204 ge- 
geben; in Worten: die Änderung des Logarithmen eines Volum- 
elementes bei der Verschiebung St ist gleich der Divergenz 
dieser Verschiebung. 

Wir suchen jetzt die Änderung des Flächenintegrals j% df zu be- 
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Deformierte FläcbenintegTEile. 



stimmen. Wir nehmen sn, dafi fOr alle Elemente äf der Flftcbe F das 
skalare Produkt 3(df dasselbe Vorzeichen hat; wenn das nicht der Fall 
wäre, so könnte man F in eine Anzahl kleinerer Flächen zerlegen, 
ftlr die diese Forderung erfUllt ist. Nach der Verschiebung nimmt 
die Fläche F die Lage F' an. Die Randhurre K toq F wird zur 
Randkarre K' von F'. Bei der Verschiebung beschreibt ein Ftächen- 

element das Volumen d^St, die ganze 
^'»■^^' Fläche F beschreibt das Volumen 

E =fdiST, dessen HUlle Sans drei 

fy Teilflächen besteht: der Fläche F, 
der Fläche F' und der TOn der 
Randkurve bei der Verschiebung von 
der Lage K zur neuen Lage K' be- 
schriebenen Fläche (Fig. 39). Wir 
wählen den ümlaufsinn auf K (also 
auch das Vorzeichen seiner Linienelemente dr) entsprechend der Richtung 
der Flächenelemente (Jf, die auf F in das Volumen E hinein gerichtet 
sind. Ein nach außen gerichtetes Element der Seitenfläche ist also 
[dt^r]. Das zu bestimmende Integral ist 




5/ärff=/a[df-/3df. 



Wir bilden jetzt das Integral des Elementes 91 df auf der HOUe H 
und beachten dabei , daß das Flächenelement d f überall mit der 
äußeren HdUennormale des Volumens E gleichgerichtet sein muß. 
Wir erhalten; 

fd\'&=fd\' % -fd\%+f%[_dt^x] ---- Sfd^^ +/rfr[«r3l]. 

B f f K f K 

Das Hallenintegral ^ f^fSI transformiert sich nach dem Gau ß sehen Satz 

H 

in ein Raumint^ral, erstreckt Ober das Volumen E, aber dieses Raum- 
integral kann durch ein Flächenintegral angedrückt werden, weil sein 
Volumelement gleich ijf£r wird: 



^r/f3l=/iifSrdiv9l. 



Femer ist nach dem Stok esschen Satz 



/rfr[St3t]=/rff rot[8r91], 
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§ 28 Deformierte Flächenintograle. 139 

SO daß, susammengefBät : 

205 Sfd f ä =fd f (3 r div a + rot [31 8 r]) , 
/■ y 

oder fOr ein FlScheoelement 

206 8t grad (df ä) = (7f(8r div M + rot [ät8rl). 

Die Formel 205 zeigt die Änderung des Flusses des Vektors 9t 
durch eine Fläche F, wean diese Fläche durch Verschiebung ihrer Ele- 
mente verschoben und deformiert wird. 

Ganz analog erhält man fQr die Änderung des Integrals / 9) df die 

F 

Gleichung : 

f (pdf = S f rpd^ -\- f (f,[dvÖx] = ä f (pdf -i- f [diffflt]. 
u y K y K 

Es ist nach S. Si 

Scpdf =JdfSx- grad qr, 
H y 

ferner (Aufgabe 93); 

fidxtpdt] =/[[df grad] (f,3x]. 
K y 

Da aber nach 178: 

\[df grad] <pdx\ = dfSx • grad 9) + qc grad (df 5t) — df div ((pSt), 
so folgt: 

207 Sfdf(f =/{df div (p8i — (f grad {d\Sx)], 

FF ' 

oder für ein Flächenelement: 

208 ä(df(p) = ätgrad . f/idf — df div tpSx — ip gtid {^3t). 

Rechts kommt eine lineare Vektorfunktioo von df vor, die man unter Benutzung 
nur von Vektor bezeichnungen nicht als df mal einem skalaren Faktor dar- 
stellen kann. 

Für ip ^ l erhalten wir eine rein geometrische Beziehung 

209 *t grad ■ df = df div 3x — grad (d^x) ^ — [[df gradj^r], 

die nach GrÖBe und Richtung die Änderung des Flächenelementes df bei der 
Verschiebung öx darstellt. 

Wir wollen jetzt noch die Änderung eines Linienintegrals Jfdx 

K 

berechnen. Bei der Verschiebung ändert sich die Int^rationskurve K 
und nimmt eine neue Lage K' an. Man könnte auch fUr die Berech- 
nung der Änderung eines Linienintegrals einen ähnlichen Weg benutzen, 
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140 Reziprozit&teformeL Deformierte Liaienint^rale. § '28 

wi« wir es zur Bestimmung der ÄnderuDg von Flächen- und Raum- 
integralen getan haben: die Kurre K heschreibi hei der VerscHiehuDg 
eine Fläche, man bildet das Randintegral von <^dx auf der Randkuire 
dieser Fläche, usw. Doch vollen wir hier eine Methode anwenden, die 
fUr die Bestimmung der Änderungen aller Linien-, Flächen- und Raum- 
integrale ein allgemein anwendbares Schema bietet nnd also besondere 
Überlegungen, wie wir sie bisher in jedem Fall anstellen mußten, ent- 
behrlich macht. (Vgl. F. Emde, Äuszflge aus Maxwells Elektrizität und 
H^netismus, S. 172.) 

Als Anfangspunkt wollen wir die Formel 

210 drgrsd'Si = Sigrad'dt 

ableiten, die als Folgerung der fQr die Verschiebungen Sr angenommenen 
Stetigkeitebedingungen erscheint: Wir betrachten eine Strecke 

P,P, = rfr, 
Pig. 40. ■ 

- die nach der Verschiebung die Lage 

P^P, = dr + Srgrad'dr 
annimmt (Fig. 40), wo 

P,P* = 8r 
die Verschiebung des Punktes P^ ist. Man sieht 
sofort, dafi die Yerschiebung des Punktes P^ 
PjPs = St + rftgrad'Sr 
ist. Wir bilden die Vektorsumme der Seiten des Vierecks P, P, P, P^ : 
= P,P, + P.P^ + P^P^ + P^P, 
= <(x + Sr + dr grad • Sr — (7r — Sr grad • rfr — Sr, 
woraus unmittelbar die Formel 210 folgt. 

Unter Benutzung dieser Formet können wir fDr die Änderung des 
Produktes fdi schreiben: 

211 St grad • f dt — lix • Sr grad (p + ySt grad • dt 

= dt • Sr grad «p -j- y dt grad • Sr, 
woraus fDr das Linienintegral auf einer beliebigen Kurve K: 

212 ^ sffdt=fdfSTs;T&if+ffdTgi»i-5t. 

K K K 

Ebenso kann man auch die Änderungen von Flächen- und Kaumintegralen 
ganz formal, unter Benutzung der Formeln 204 und 209 ausrechnen. 
Wir haben freilich bei der Ableitung dieser Formeln die Kenntnis der 
entsprechenden Integralformeln vorausgesetzt, doch kann man leicht beide 
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Formeln direkt aus der Beziehung 210 ableitea (vgl. die Aufgaben 106 
und 107). 

So erl^t man anter Benutzung von 209 ohne weiteres die Formel 
208 Sr grad • f {iFf = fSr grad ■ il\ + d^ ■ Sr grad f 

= ipdf dir 8r — (p grad (df Sr) + rff • 8r grad f 
= df diT ySt — (p grad (dfSt), 
und daraus auch die Integralformel: 
207 ä/ydf =fd^ diT (p«i ~ff grad (df «r). 

FF F ^ 

"Aufgabe 106. Ein Fläcbenelement sei durch zwei Linienelemente 
ausgedrückt: df=[d,ld,r]. Mao zeige unter Benutzung der Formel 210, 
daß bei den Terschiebungen 5r der Punkte dieses Flächenelementes die 
Formel 

Sx grad ' df = df diy 8r — grad {djSt) 
gilt. ^ 

"^Aufgabe 107. Ein Volumelement sei durch drei Linienelemente 
au^edrOckt: dv = djV [d^T d^x\. Man zeige, unter Benutzung der For- 
mel 210, daß bei den Verschiebungen der Punkte dieses Volumelementes 
die Formel 

8r grad dv = dv dir fit 
gut. 

''Aufgabe 108. Man leite die Formel ab: 

s/aidr =/dr { grad (aar) + [rot 9l8r] {. 

K K 

Aufgabe 109. Man leite die Formel ab: 
fi/[dt ä] = / {[dr(St grad • ä)] - [ä(dr grad ■ Sr)] j. 

(F. Emde, AuizOge aus Maxwells El. und Magn., S. 174.) 
Aufgabe 110, Man leite die Formel ab: 

s/[df3t] = / [df {grad (9t5r) + [rot 3tfir]}l +/[df2q grad • 8t. 

F J F 

(F. Emde, ebenda 9. 174.) 

g 29. FuDktioaen von Ort und Zeit. 
Wir betrachten jetzt solche QrQßen, die nicht nur von dem Orts- 
Tektor r, sondern auch Ton der Zeit t ablmngen, z. B. 
<p(t.O, 9t(r,0. 
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142 Lokale and substantielle Änderung von Ortsfanktionen. § 29 

FOr einen festen Zeitpunkt t wird ein Bolcber Vektor % eine ge- 
wöhnliche Orts&nhtion, die bei einer Verschiebung 8r die „stationäre" 
Änderung 

8a = «rgrad-lX 
erf^rt. Bei festgehaltenem Anfpunkt ist äl eine Funktion der Zeit 
allein, die zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitpunkten t und t -^ dt 
einen .lokalen" Zuwachs 

39t = a(r, f + do-adiO 

erf&brt. Wenn 'X eine stetige Funktion von Ort und Zeit ist, so 
wird 8% ftlr zwei unendlich nahe liegende Äufpunkte t und r -)- 2t bis 
auf unendlich kleine Größen höherer Ordnung denselben Wert haben; 
ftlr einen Punkt, der sich in dem nicht stationären oder schwankenden 
3t-FeW verschiebt, wird also die totale Änderung tou 91 als Vektor- 



213 (/3J = aä + Srgrad-'Jl 

dargestellt. Sie wird auch substantielle Änderung genannt, weil 
man 9t als Eigenschaft eines materiellen Teilchens auffassen kann, das 
sich in der Zeit dt um die Strecke Sr verschiebt. 

Will man die Änderungsgeschwindigkeit ron % bestimmen, so 
setzt man 



214 



3« _ Vjx.t + d t) - « (t. i) 



dt ~ "' idt 
und erhält 
215 

wo also t> die Geschwindigkeit ist, mit der der Aufpunkt Terschoben wird. 
Ganz anal(^ erhält man tut die Änderung einer skalaren Funktion 
216 dtp = ap + 8r grad 9, 

und fOr die Änderung^eschwindigkeit : 



Betrachten wir z. 6. eine strömende Flüssigkeit, deren Geschwindigkeit 
für jedes materielle Teilchen durch den Vektor D(t, gegeben ist. 

Wollen wir die Beschleanigung -jt- eines solchen Teilchens berechnen, so er- 
halten wir sie als Vektorsumme der Änderung -07- bei festgehaltenem Aufpunkt 
und der Änderung 11 grad • » infolge der Verschiebungsgeschwindigkeit des 
Aufpunktes bei festgehaltener Zeit: 

2>8 4f = -|f + .gr.d... 
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§ 29 HydrodTnamische Beispiele. 143 

Ist die Strömung wirbelfrei, so wird nach 173 d 

grad 'V = ä grad »' 
und folglich 

Wenn die Strömung stationär, also in jedem Punkt die örtliche Änderung 
-^ gleich Null ist, so wird die Beschleunigung des Flüssigkeitsteilchens nicht 

Null, sondern 

du 

-dl = " ^'^^ • "' 
oder im Falle einer -wirbelfreien Strömung 

^j^ = grad-2D'. 

Im Falle einer stationären Strömung sind die Vektorlinien von » 
mit den Bahnlinien der strömenden Flüssigkeit identisch, nicht 
aber im Falle einet seitlich variablen Strömung. 

Aus der Formel 218 ßr den Beschleunigungsvektor ist es leicht, die als 
Eulersche Gleichungen bekannten hydrodynamischen Differentialgleichungen 
abzuleiten : 

^ — — W*^P = -^ + i) gciA • x>, 

wo S. die äußere Kraft auf die Masseneinheit, p den Flüssigkeitsdruck und g 
die Dichte der Flüssigkeit bedeutet; doch wollen svir diese Ableitung dem Leser 
überlassen. Siehe Aufgabe 113. 

Wir können von den Zeit- und Ortsfunktiooen Integrale auf 
materiellen Körpern, Flächen oder Linien bilden und dann die sabsian- 
bielle Änderung dieser Integrale bestimmen anter Benutzung der 
im letzten Paragraphen abgeleiteten Formeln. Betrachten wir z. B. das 
Integral 

r 
Wenn die Zeit t konstant ist, so erhalten wir bei der Deformation des 
Int^ratioosbereiches F nach 200 die Änderung 

fi/=JdvdiT(98r), 

wo Sr eine im allgemeinen variable Verschiebung der Punkte des Inte- 
gration^ebietes im Augenblick t ist. Die Verschiebungsgeschwindig- 
keit dieser Punkte ist 
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144 Kontinnit&tsgleichuDg, § 29 

SO dftß die ÄnderungsgeschwiDdigkeit von I, die durch die Versdüebung 
des lategrationsgebietes tterrorgerufen wird, 

r 
ist. Wenn man dagegen das Integrationsgebiet unverändert läfit und 
nur die zeitliche Änderung toq / verfolgt, so erhält man unter der Voraus- 
setzung, daß -~j- endlich ist: 

TT^J dt '^^^ 
Die lubstantielle Änderung ist also 
2,9 ^ =/■«'' (jf + l-CT-)) 

oder fnr ein Yolnmelement dv 

Setzen vir (p = p, wo p die Dichte einer den Raum V ausfüllenden 
Substanz ist, so wird die substantielle Änderung des Integrals oder eines Ele- 
mentes nach dem Gesetz der Erhaltung der Masse gleich Null. Wir erhatten 
hieraus die Kontinuitätsgleicbung 

221 = -|j- + div pn = -|j- + B grad p + p div n = -^ + p div », 

die einen Zusammenhang zwischen der Dichteänderung und Verschiebungs- 
geschwindigkeit der Punkte eines deformierbaren Mediums darstellt, unter der 
Voraussetzung, daß die vor der Deformation zusammenhängenden Volumteile 
auch nach der Deformation zusammenhängend bleiben. 

Qanz analog erhält man die Formeln: 

222 ■^/adt>=/rfp(Dgrftd-3t + 9[diTD + ~|-)=/dü(-^ + adivi.). 

r F r 

223 ■|f/T(if=/|<ifdii.Tt>-»gn>äM«) + <if-|f) 

224 i/a<Jf=/<;f{oJiT3I + rot[Slo] + 4f-) 

F f 

=/(if (4f + a div - a gri>d • o}.' 
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9 29 Snbatantielle XodernDg von Linien-, Fl&chen- und Ranmintegralen. 145 

225 jr/i-iim =/['if (p-'d (« ») + [r»' ä( »])] +/[<if al gr.d • t 

FF F 

= /[df (|!n>a (ät) +47-)] +/äfa g"i ■ "■ 

F F 

226 4ih^^ =/{''' •»«""*?>+ f dt grad • p + '^r-ff } 

K 

22' ^/ä(iii=/<it{gr.d01») + [rotao]+-|f-j 

K K 

=fdt {4f + ä" B'"' ■ » + [ä "•<>' "]) • 

K 

228 ■^/[<irSI]=/{[<it(ogr«d-a)]-[aWtgn.d.o)] + [dt-|f]) 

229 ^ (Srfr) = drJB grad ■ 91 + 91 div o + -|f)- 

230 -A.((pdf) = rff (diT(po + -|j.) - y grad (dfa), usw. 
Man b^egnet oft in der Literatur den BezeichnuDgen : 

231 -^(31^0 = %di = df {o div 91 + -|^ + rot [a n]). 

232 ■~-(9tdr) = 3(dr = dT/-||-+grad(äD)+[rot2lü]j. 
Hier bedeutet also 

2SU ä = dir 3( + rot [91»] + ^. 

232a % = grad (9t o) + [rot ä d] + -|f-. 

Wir trollen jetzt nocb die Änderung einer Ortsfuuktion in einem 
bewegten Koordinatensystem untersucben. Es ist klar, daß man 
dem Baum als solchem keine ausgezeichneten Richtungen beilegen kann; 
wenn man auch von der absoluten Richtung eines Vektors spricht, so 
meint man doch nichts anderes, als eine Richtung, die relativ zu einem 
BplelrelD, Vektorrechnang. 10 
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146 Rnhende und bewegte KoordinationBachBeu. § 29 

als ruhend angenoinniflneii EoordinateDSystem Oxye definiert ist. Wir 
betrachten die Zeit- and Ortsfunktionen f und 3( in einem relativ zu 
Oxyz ruhenden Punkte P. Sie sind in einem solchen Punkt Funktionen 
der Zeit allein, und ihre Änderungen in der Z^teinheit sind 

TT """* TT- 
Betrachten wir aber einen Punkt P', der in dem betrachteten Augen- 
blick mit P zusammenfällt, jedoch mit einem relativ zu Oxyz be- 
wegten System O's/y's' fest verbunden ist, so erhalten wir nach 
217 als Änderung der Funktion 9 in diesem Funkt P den Ausdruck 

-|f + » grad f, 

wo u die Geschwindigkeit des Punktes T' gegen das ruhende Sjstem ist. 
FOr die Änderung von 3( erhält man nach 215 den Ausdruck 

-g^ + grad ■ «, 

der jedoch nur dann gilt, wenn (ya/y'z' relativ zu Oxyz eine Trans- 
lation sbewegung ausfuhrt. Dreht sich aber das bewegte System 
um eine feste Achse, so erscheint ein Vektor nur dann konstant 
relativ zum bewegten System, wenn er dieae Drehung mitmacht; um- 
gekehrt scheint im bewegten System jeder relativ zu Oxyz konstante 
Vektor eine Drehung eutffegengesetzt der des bewegten Systems auszu- 
führen. Wenn c die Drehachse (c*=^ 1) und <** ^ "j7~ die Winkelge- 
schwindigkeit ist, wo also 87 der im Zeitabschnitt dt zurQckgelegte 
Winkel ist, so ändert sich ein mit (yxf^^ mitgedrehter konstanter 
Vektor % relaliv zu Oxye in der Zeiteinheit um 
233 o>[c9l] = [b9t]. 



ein zu c paralleler Vektor ist, dessen Betr^ der Winkelgeschwindig- 
keit ta gleich ist. (co kann je nach dem Drehsinn positiv oder negativ 
sein.) Vgl. S. 61. 

Wir können diese Drehung um einen unendlich kleinen Winkel ö<f aU 
Grenzfall einer Drehung um einen endlichen Winkel {p erhalten: Ein beliebiger 
Vektor 31 wird nach einer Drehung um die zu c parallele Achse gleich 
234 Ä' = c . 31c + [[ca]c] cos tp + [cK] sin ,f, 

wo ip der Drehungs winke! ist. Diese Formel besagt nämlich, daß die zu c 
parallele Komponente des Vektors unverändert bleibt, 
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§ 29 Eodliche und unendlich kleine Drehungen. ]47 

daß sich aber seine zur Drehachse senkrechte Komponente [^[cS]cJ dabei ohne 
Änderang des Betrages um den Winkel tf dreht: 

[[ca']c] = [[c3t]c] cos y + [cä] sin y. 

Der Vektor 'S, erfahrt also eine Änderung 

235 %' — % = [[c3i]c] (cos ,p—\)-\- [tä] sin rp. 

Wenn tp einen unendlich kleinen Wert dtp hat, so wird cos 6ip — 1 von 
der Größenordnung von {8<pY, sin Stp kann durch S<p ersetzt werden, und 
man erhält 
284a S% = [i'A]5fp, 

woraus durch Division mit dt die Formel 233 folgt, die ja übrigens aus der 
Kinematik bekannt ist. 

Es ist auch sehr wichtig, zu bemerken, daß eine unendlich kleine 
Drehung durchaus die Eigenschaften eines Vektors hat, die Summe von zwei 
Drehungs Vektoren gibt die resultierende Drehung an. Eine endliche Drehung 
ist dagegen kein Vektor: es gibt zwar zwei Vektoren rjpc uudq&'c', die die 
entsprechenden Drehungen um die Achsen c und </ darstellen. Die aus 
diesen Einzeldrchungen resultierende Drehung wird aber im allgemeinen nicht 
durch den Summenvektor fpi-\-fp'<^ dargestellt, sie hängt sogar von der 
Reihenfolge ab, in der man die Drehungen ausfuhrt. Deswegen kann man 
einen Vektor, der eine unendlich kleine Drehung darstellt, nicht als Differential 
(Zunahme) eines endlichen Drehungsyektors auffassen. 

Wir kehren zu der Änderung des Vektors 91 relativ zu dem beweg- 
liehen System Cs/^^ zurDck. Wenn sich das System mit einer Winkel- 
geschwindigkeit u um eine zu c parallele Achse dreht, so dreht sich 
jeder konstante Vektor mit der Winkelgeschwindigkeit — u relativ zu 
dem bewegten System; man erhält also, unter Berücksichtigung der 
Formel 233 fDr die Änderung des Vektors 31 relativ zu dem bewegten 
System den Ausdruck: 

236 ^ + ügrad-2t-[ba]. 

Wir wollen noch hinzufügen, daß bei nacheinander ausgeführten 
räumlichen und zeitlichen Differentiationen ihre Reihenfolge 
vertauscht werden kann, ohne daß das Resultat geändert wird. 
So wird 

237 ^g^y = g,^^. 



rdiv3( = div4=-, 
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239 -^ rot a = rot -|^ 

usw. 

Aufgabe 111. Eine homogese Flüssigkeit bewegt sicli so, daß jedes 
Teilchen die Geschwindigkeit » bat. Wie ändert sich die Dichte p dieser 
Flüssigkeit, wenn die Geschwindigkeit in jedem Punkt P (t) gegeben 
ist durch 

a) = e • rc. b) n = [[et] c], c) o = t, d) o = ^ [er], 
wo >. eine beliebige Funktion von i[cr]| ist, {c' =^ 1.) 

Aufgabe 112. Der quellenfreie Yektor der zeitlich and räumlich 
variablen magnetischen Induktion 99 sei in jedem Punkt des Raumes als 
Funktion der Zeit bekannt. Ein materieller Körper bewege sich in diesem 
Räume so, daß jedes seiner Teilchen eine Geschwindigkeit d habe, wo v 
eine gegebene Zeit- und Ortsfunktion ist. Man bestimme den Rotor der 
elektrischen Feldstärke (£ in jedem Punkt dieses Körpers als Funktion von S 
und V, wenn man weiS, daß das Bandintegral der Feldstärke auf einer 
beliebigen, aus Elementen des Körpers gebildeten Randkurve K in jedem 

Augenblick gleich 37- ist, wo der Fluß der magnetischen Induktion 

durch eine von K berandete materielle F^he F des Körpers ist Die 
Form der Fläche braucht nicht angegeben zu werden, weil 99 quellen- 
frei ist. (diT» = 0.) 

*Aufgabe 113. Man leite fOr eine reibungslose Flüssigkeit die 
Eulerschen hydrodjnamischen Gleichungen ab (S. 143). 

Aufgabe 114. Wenn die Dichte p einer bewegten Flüssigkeit eine 
gegebene Funktion des Druckes ist und wenn außerdem die auf jedes 
Element wirkende resultierende Kraft pro Masseneinheit R ein wirbel- 
freies Feld bildet, so kann man Jt = grad U setzen und die Eulerschen 
Gleichungen in der Form 



schreiben, wo 



-|f + D grad . D = grad (U - P) 
P =j~-y »Iso grad P = — grad p. 



Man leite daraus, unter Berücksichtigung der Eontinuitätsgleichung 221 
die Helmholtzschen Gleichungen 



ab, wo iD = rot v ist. 



r(f)= 7" »"''•"' 
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§ 80 Fl&chennormale Felder, 149 

Auff^abe 115. Bildet man das Randintegral der Geschwindigkeit v 
einer strfimenden FItlssigkeit auf einer geschlossenen Kurve K, so heißt 
Svdt die Zirkulation auf dieser Kurve. Denkt man sieb die Kurve K 

K 

aus den bewegten FlQssigkeitsteilchen gebildet, so wird diese Kurve mit 
der Zeit deformiert, bleibt aber während der Bewegung geschlossen. 
Man beweise, daß die Zirkulation auf einer solchen materiellen Kurve 
während der Bewegung konstant bleibt, wenn die Strömung der Dif- 
ferentialgleichung 

^-f-Dgrad-u = grad{D--P) 

der Aufgabe 114 genOgt. 

g 30. Flächennormale und nicht-flächennormale Felder. 

Wir betrachten zunächst das Feld eines wirbelfreien Vektors 77. 
Wie wir im § 16 gesehen haben, sind die Feldlinien des Vektors v? 
orthogonale Trajektorien der Niveauflächen 7 = con9t., der Abstand zwischen 
zwei benachbarten Niveauflächen ist umgekehrt proportional dem Betrage 
des Feldvektors. Ein solches Feld hat den Namen lamellares Feld 
erhalten, weil man es in Laraellen einteilen kann, deren Dicke ein Maß 
fQr den reziproken Betrag des Feldvektors ist und deren Normale in 
jedem Punkt die Richtung des Feldvektors bestimmt. 

Nun scheint es zunächst so, als könnte man in jedem stetigen Felde 
zu den Feldlinien orthogonale Flächen konstruieren: man braucht nur in 
einem beliebigen Feldpunkt ein Flächenelement senkrecht zu der durch 
den Punkt gehenden Feldlinie zu legen, an benachbarten Punkten, dicht 
anschließend, zu den entsprechenden Feldlinien senkrechte Flächenelemente 
zu legen usw. Man hat zunächst das QefDhl, daß auf diese Weise immer 
eine zusammenhängende Fläche konstruiert werden könnte. In Wirklich- 
keit gibt es aber verhältnismäßig einfache Felder, fQr die man Oberhaupt 
keine zu den Feldlinien orthogonalen Flächen konstruieren kann. Des- 
wegen unterscheidet man flächennormale und nicbt-flächennormale 
Felder, je nachdem es in ihnen zu den Feldlinien orthogonale Flächen 
gibt oder nicht. 

Nehmen wir an, daß in dem flächennormalen Felde eines Vektors 3( 
die Schar der Orthogonalflächen durch die Gleichung 

p ~ const. 
dargestellt wird. Auf jeder Orthogonalfläche bat die Ortsfunktion f einen 
konstanten Wert. Dann wird V7 parallel zu der Normale der Orthogonal- 
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250 Analytische Bedingang für flächetuormale Felder. § SO 

fläche, also auch parallel zum Feldrektor 9(: [älv?] = t^- 1° eioem 
flächennormalen Felde bat also der Feldrektor äie Form 

240 . a = XvT, 

wo X eine beliebige Ortsfunktion sein kann. Wenn X nur eine Funktion 
TOD f ist, wird das Feld wirbelfrei, weil man dann 

tt = /Xdep + const. und St = V» 
setzen kann. In diesem Falle ist das fläcbennormale Feld lameüar. Wenn 
aber X eine beliebige Ortsfunktion ist, so ist das Feld nicht mehr wirbel- 
frei, sondern es wird 

241 rot a = X rot VT + [V*- VT] = [V^Vf]- 

Ein solches Feld kann auch in Lamellen eingeteilt werden, deren Nor- 
malen zu den Feldlinien parallel sind, nur bestimmt bei beliebigem X 
die Lamellendicke nicht mehr den Betrag des Feldvektors. Das Feld 
heifit dann komplex-lamellar. 

Wir sehen aus 240 und 241, daß iu einem flächennormalen, wirbel- 
haften Felde der Feldrektor senkrecht zu seinem Rotor sein muß: 

242 «rota = 0. 

Diese fOr ein flächennormales Feld notwendige Bedingung ist auch hin- 
reichend. 

Um diese Behauptung zu beweisen, nebmea wir an, daß die Gleichung 
der Orthugonalflächenscbar in kartesischen Koordinaten 

ist, wo c der Parameter dieser Flächenschar ist. Ein Linienelement dx auf 
einer solchen Flache muß zu dem Feldvektor senkrecht sein, so daß 

%dT = = Ä„dx + A,dif + A, de 
die Differentialgleichung der Orthogen alflächen ist, die wir auch In der Form 

scbreiben können. Ak, A^, A, sind Funktionen der Variabeln x, p, z, von 
denen e auf jeder Fläche eine Funktion von x, y ist. Diese Ditferentialgleichung 
ist bekanntlich nur dann integrierbar, wenn 

_^ — _ _^ gg _ An 

dx ~ ' Am ' dy ~' A. 

ist, oder, was dasselbe ist, wenn 

dxiy ~ dy \A^} dz \ A.) dy 

dydx d<x\AM} Zz \ A.) dx' 
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^ 80 Nicht-Uchennormale Felder. 151 

Ausgeredinet, ergibt das als notwendige nnd hinreichende Bedingung für die 
ExisUnz von OrthogonalHächen im Felde die Gleichung 

/ dA, dA, \ ( dÄ^ 3A\ (JA^ _ dA^\ _ 

die ja nichts anderes als die Koordinatendarstellung von 242 ist. 

Wir können noch folgende Unterscheidung einführen: Ein beliebiger 
Vektor wird durch Angabe von drei skalaren Ortsfunktion en bestimmt, ein 
nicht -wirbelfreicr Vektor im flächennormalen Felde kann durch zwei skalare 
Ortsfunktionen bestimmt werden, und schieBlich kann ein wirbelfreier Vektor 
als Gradient einer skalaren Ortsfunktion dargestellt werden. Man bezeichnet 
deswegen zuweilen den Vektor eines wirbelfreien Feldes als einen einfach 
skalaren, den Vektor eines komplex-lamellaren Feldes als einen zweifach 
skalaren und einen beliebigen Vektor als einen dreifach skalaren. Doch 
scheint diese Bezeichnung wenig vorteilhaft zu sein. 

Geometrisch kann man sich die Möglichkeit von nicht-fi&chen nor- 
malen Feldern etwa in folgender Weise plausibel machen: Alle Kurven, die 
durch einen beliebigen Feldpunkt gehen und dabei alle angetroffenen Feld- 
linien senkrecht schneiden, mtlssen auf der durch diesen Feldpunkt gehen- 
den Orthogonalfläche liej^en. Die Kurven heißen Orthogonalkurven des 
Feldes. Wenn der Feldvektor zu seinem Rotor senkrecht ist, so liegen 
alle durch denselben Punkt gehenden Orthogonalkurven Auf einer Fläche, 
die die Orthogonalfläche ist; wenn aber der Kotor eine zum Feldvektor 
parallele Komponente hat, so' liegen diese Orthogonalkurven nicht auf 
einer Fläche, sondern sie erfüllen einen Kaum, und alle Punkte dieses 
Kaumes mußten in der OrthogonalSilcbe enthalten sein, was unmfl^ch 
ist. Auf der Oberfläche einer Kraftrdhre kann durch jeden Punkt nur 
eine Orthogonalkurve gelegt werden, weil ihre Tangente in jedem Punkt 
vollständig hestimmt ist (senkrecht zur Flilchennormale und zur Kraft- 
linientangente). In einem äächennormalen Felde muß eine solche Ortho- 
gonalkurve eine geschlossene Kurve sein, im nicht- fläch ennormalen 
Felde wird diese Orthogonalkurve sich nicht schließen, sondern sich um 
die Kraftröhre herumwinden. (S. Archiv f. Elektrotechn. Einige Be- 
merkungen über nicht' flächennor male Vektorfelder 8.. 364, 1915, Bd. III.) 

Als Beispiel betrachten wir das Feld des Vektors 
a = <«[cr]-|-fc, (c»=l). 

Die Feldlinien sind Scliraubenlinien mit konstanter Oangh$he (vgl. Auf- 
gabe 77), und es ist hier 

arota = 2»t'. 
Es ist auch tatsächlich unmöglich, Flächen zu finden, die diese Feldlinien 
in allen Punkten senkrecht schneiden. 
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X52 ^'^ Tangenteuvsktor einer FeldUnienachar. § 81 

Der Vektor 91 kaan als Geschwindigkeit der Punkte eines starren Körpers 
gedeutet werden, wenn sich der Körper um eine Achse [er] = mit der 
Winkelgeschwindigkeit <» dreht und parallel zu dieser Achse mit der Geschwin- 
digkeit V verschiebt. Es ist aus der Mechanik bekannt, daß z. B. ein Kreis- 
zylinder eine solche Bewegung ohne jede Einwirkung äußerer Kräfte unbe- 
grenzt lange ausführen kann, wenn seine Symmetrieachse mit der Drehachse 
zusammentut. Die Bahnlinien seiner Elemente sind dabei Schraubenlinien mit 
konstanter Ganghöhe. 

Dieselben Schraubenlinien erhält man als magnetische Kraftlinien im 
Inneren eines stromdurchflossenen Leiters unter Berücksichtigung des magneti- 
schen Erdfeldes, oder als elektrische Kraftlinien in einem Ptattenkondensator, 
der sich in einem variablen magnetischen Feld befindet. 

§ Sl. Differentiklgeometrische Eigenschaften der Vektorfelder. 

Der Betrag des Feldrektors hat keinen Einfluß auf die Gestalt der 
Feldlinien und folglich auch auf die geometrischen Eigenschaften des 
Feldes. Wir können deswegen jeden Feldvektor in der Form 

243 M-Ät, t* = l 

darstellen und die Feldlinien aus dem Einheitsvektor t bestimmen, ohne 
den Betrag A zu berücksichtigen. Die Ortsfunktion t bestimmt die zwei- 
fach unendliche Schar der Feldlinien. Betrachten wir außer dem Tan- 
gentenvektor auch die Einheitsvektoren n und 6, die in jedem Punkt 
parallel zu der Hauptnormale und der Binormale der Feldlinien sind, so 
können wir zunächst die Frenetschen Formeln 98, 100, tOl von S. 58 
und 60 aufschreiben in der Form: 

244 tgrad- t = -|| = *ii, 

245 t grad ■ n = j^ = - kt + xi, 

246 tgrad.l) = ||- = -xn. 

(Siehe auch Aufgabe 67 S. 84.) Diese Formeln gelten natürlich ftlr jede 
Feldlinie. 

Bilden wir den Gradienten des konstanten Skalars t- = I, so er- 
halten wir die Gleichung 

grad t* == = 2 {t grad • t + [t rot I]}, 
80 dafi 

247 t grad • t = — [t rot t] = fc n. 
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§ 81 Oeometrische Eigenschafton des Rotors des Tangentenvektore. 153 

Aus dieser Gleichung folgt, daß rot t immer senkrecht zur Haupt- 
normale ist. Multipliziert man diese Gleichung vektoriell mit t, so wird 

248 [[t rot t] t] = rot t — t- t rot t = Ä[tn] = Ab. 

(Diese Ableitung ist angegeben von R. Rothe in seinem Vortrag: An- 
wendungen der Yektoranalysis auf Differentialgeometrie. Jahresbericht der 
Deutschen Math. Vereinigung 1912, XXI, S. 249—274. In diesem Vortrag 
findet der Leser auch sehr interessante Anwendungen auf die Flächen- 
theorie.) Aus der Gleichung 247 folgt weiter, daß 
«49 [t rot t] = 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr ist, daß die Feldlinien 
Geraden sind. Bei geraden Feldlinien ist der Rotor des Tan- 
gentenvektors entweder Null oder parallel zum Tangentenvektor 
(A. Sommerfeld und J. Runge, Ann. d. Physik 35, 277—298, 1911). 
Ist das Feld flächennormal, so wird nach 242 
t rot t = 0. 
In diesem Fall erhält man aus 248 fOr rot t den Ausdruck 
260 rot t = fct. 

In einem flächennorraalen Felde ist der Rotor des Tangenten- 
Tektors einer Feldlinie in jedem Punkt durch ihre Krümmung 
und die Richtung ihrer Binormale vollständig bestimmt, ganz 
unabhängig von dem Verlauf der benachbarten Feldlinien. 

In einem beliebigen Feld ist aber nach 248 
rot t = *b + Xt. 
Der Skalar X läßt sich nicht bestimmen, wenn aber das Feld keine 
näheren Angaben rorli^en. 

Um die Divergenz des Vektors t auszurechnen, schreiben wir zu- 
nächst: 

div t = dlv [n &] = b rot II — n rot b = t{[n rot n] + [b rot b]}. 

Wir bSnnen nun die in jedem Punkt zu n oder b parallelen Linien be- 
trachten, die wir n-Linien und fr-Linien nennen wollen. Da n und b Ein- 
heitsvektoren sind, Bo kSnnen wir auch auf diese Linien die Formel 247 
anwenden und erhalten 

251 [n rot n] = — n grad • ii = — A« n« , 

252 [b rot b] = - b grad ■ b = - A» n» , 
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154 Mittlere ErflmmaDg der Orthogooalflächen. § 31 

wo Jcm, h die ErOmmuDgen und ii., n» die Hauptnormalen dieser Linien 
sind. Hieraus folgt für dir t der Ausdruck 

253 div t = - t (n» Jt_ + n» h). 

Alle n- uud alle i-Linien sind zu den Feldlinien orthogonal. In einem 
flächennormalen Felde befinden sie sich also auf den Orthogonal- 
^chen der Feldlinien, und t ist parallel zur Normale dieser Orthogonal- 
flachen (Fig. 41). Die skalaren Produkte —tn. und — tll» sind also 
gleich den Kosinussen der Winkel zwischen der Flächennormale t und 
den Hauptnormalen n. und it» der entsprechenden Kurven. Wir kOnnen 
demnach setzen 

— t rt, A> =: /;,, — t lu h — A„ 
wo nach den Aus^lhrnngen des § !>> die Größen h, und k^ die Krüm- 
mungen der zu n und 6 parallelea Normalschnitte der F^che sind. 
(Vgl. die Formeln 114a und U4b S. 68.) Unter 
^«- *^- BerQcksichtigung der Formel 115 S. 68 er- 
halten wir 

354 dlT t = h\ + h\ = H. 

In einem fläcbennormalen Felde ist die 
Divergenz des Tangentenvektors der Feld- 
linie in jedem Punkt gleich der mittleren 
Krümmung der Orthogoualflache in diesem 
Punkt, ganz unabhängig von dem Verlauf 
der benachbarten Ortbogonalfächen. Wie 
wir schon -im § 15 bemerkt haben, können kj 
und kj positiv oder negativ sein je nach dem Winkel, den die Haupt- 
normale der entsprechenden Kurve mit der Flächesnormalo t bildet. Wenn 
sowohl k, als auch k^ positiv sind, so heißt die Fläche konvex, oder 
auch konvex'konvex. Das ist der Fall der Fig. 41, Wenn Ä,i, <C 
ist, so heißt die Fläche konvex-konkav. Sie heißt konkav, wenn 
kf und kg negativ sind. 

Bei der Ableitung der Formel 254 haben wir keine weiteren Eigen- 
schaften der Einheitsvektoren ii und b benutzt, als daß sie zueinander 
und zu dem Vektor t senkrecht sind. Hieraus folgt, daß die Formel 254 
auch dann gilt, wenn ü;, und ^^dieErtlmmungen zweier beliebiger 
zueinander senkrechter Normalschnitte der Orthogonal- 
fläche sind, denn die Tangenteneinbeitsvektoren dieser Normalscbnitte 
sind zueinander und zu dem Vektor t senkrecht. Dadurch ist auch die 
Formel 115a des § 15 bewiesen (S. 68). 




,y Google 



§ 31 Mittlere ErDmiuang der OrthogoaalS&chen. 155 

Die Formel 254 kann man auch Id folgender Weise ableiten. Man kann 
für alle Werte von t in der Umgebung des Aufpunktes schreiben: 
t = t- tt + n-nt-|-b.bt, 

wo t, n, b die Werte dieser Einheitsvektoren im Aufpunkt bedeuten; im Auf- 
punkt selbst ist natürlich tt = 1, bt = nt = 0. Dann wird 

div t = t grad Ot) + n grad (nt) + b grad (bt) 

= t(t grad • t) + n(n grad ■ t) -|- b(b grad • 6). 

Nun ist aber im Aufpunkt t grad • t senkrecht zu t, so daß in jedem Punkt 

div t = n (n grad • t) + b(b grad - 1), 

nt = 6t = 0. 



Da aber 
so wird 



und folglich 



n (n grad • t) -f- t (n grad ■ n) = 

b(bgrad-t) + t(bgrad.b) = 



div t = — 1 1 n grad • n -f- b grad • b J, 
woraus die Formel 254 folgt. 

W, V. Ignatowsky") berechnet die Divergenz von t, indem er das 
HQUenintegral Std^ bildet und als Hülle eine unendlich dünne, durch zwei 
benachbane Orthogonalflächen begrenzte Kraftröhre wählt. Auf der Mantel- 
fläche dieser Hülle ist tdf ^ 0. Auf den Grundflächen ist t parallel zu <ff. Das 
Hüllen integral ist also gleich der Differenz der Inhalte dieser Grundflächen, 

wo dt der Abstand der Grundflächen ist. Da das eingeschlossene Volumen 

dv =/äl 
ist, so wird 

Bei genügend düimen Kraftröhren kann man die Orthogonalflächenstücke / und 
J'-\ — äT'rf' durch die ebenen Normalquerschnitte der Kraftröhre ersetzen und 
die Formel in folgender Weise ausdrücken: Die Divergenz des Tangenten- 
einheitsvektors der Feldlinien eines flächennormalen Feldes ist 
gleich der logaritbmischen Ableitung des Querschnittes der Feld- 
linienröhre in der Richtung des Tangentenvektors. 



*) Vektoraualysi» I, S. 84. 
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156 OberfÜLcheudruck bei Flüssigkeiten. g 31 

Um eine Anwendung der Formel 254 zu bieten, wollen wir die Laplace- 
sehe Formel für den Oberflächendruck einer Flüssigkeit ableiten. Nach 
der Annahme von Gauß ist die Oberöäche einer Flüssigkeit mit einer ge- 
spannten Membran zu vergleichen. Es sei F ein Teil dieser Oberfläche, be- 
grenzt durch eine geschlossene Kurve K, deren Bogenelemenle d\ sind. Die 
FUchcimormale geben wir durch den Einheitsvektor t an. Um den durch die 
Kurve K begrenzten Teil der Oberfläche im Gleichgewicht zu halten, muß man 
auf jedes Element ix dieser Kurve die nach außen gerichtete Kraft 

a[dtt] 
anwenden, wo a eine Materialkonstante ist. Die auf die Randkurve wirkende 
Gesamtkraft ist also 

a ^[drt] = «/[[if grad]t] = ^/^/[[t grad]!]. 

Man kann aber f als einen Teil einer Orthogonalfläche betrachten in einem 
sonst beliebig gestalteten Felde und den Einheitsvektor t als Feldvcktor auf- 
fassen. Dann wird 

[[» grad]tj = grad(tt) — t div t = - tJ7, 

wo H die mittlere Krümmung der Fläche F in dem entsprechenden Punkte ist. 
Ist F ein genügend kleines Flächenstäck , so kann man den Oberflächen druck 
oder die auf die Flächeneinheil wirkende resultierende Kraft gleich 

a[[tgrad]t] = — «Ht 

setzen. Addiert man dazu den normalen Atmosphären druck — p\, so erhält 
man in jedem Punkt den Betrag des resultierenden Oberflächendruckes P aus 
der Gleichung 

Das ist die Laplacesche Formel für den Oberflächendruck einer Flüssigkeit. 

Die Kenntnis der Divergenz und des Rotors des Tangentenvektors 
erlaubt die rättmlichen Ableitungen des Feldvektors in geo- 
metrischer Form darzustellen. Man kann schreiben: 

256 div 9t = div ^t = ^ div t + t grad Ä, 

257 rot a = rot .4 1 = ^ rot t — Lt grad Ä\. 
In einem flächennormalen Felde wird 

256a A\y%=AIl^\ grad A = Alt-\-~- 

267a rot K = 4ft* - [t grad ^] = (v4A-|^)l. + -|^n. 
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§ 81 Geometrische Deutung der Formeln ftlr die Divergenz and den Rotor. 157 

(Die Formel 2B6a ist von v. Ignatovsky angegeben worden*). Die 
Formel 257 kann man auch in skalarer Form schreiben, indem man 
beide Seiten dieser Tektorgleichung auf die Richtungen t, n, h projiziert: 
268 t rot a = « rot « =- 0, 



358a tt rot X 

258b tntU = Ah~ 



db ' 

du ' 

Wir sehen aus der Formel 256a, daß die KrUmmung der 
Kraftlinien ohne Einfluß auf die Dirergenz eines Vektors 
ist. Das Glied Ä S bringt den Einfluß der KrUmmung der Ortho- 
gonalfläche zum Ausdruck. 

In einem quellenfreien Felde gilt die Beziehung 

26» AB:=-tgnäA oder ^-J^ = - Ä 

Die logarithmische Ableitung des Betrages eines quellen- 
freien Vektors längs einer Kraftlinie ist gleich der mittleren 
KrOmmuDg der Orthogonalfläche. Ist der Feldvektorbetrag in einem 
quellenfreien Felde längs den Kraftlinien konstant, so mflssen die 
Orthogonalflächen die mittlere KrUmmung Nnll haben (wie z. B. 
Ebenen, Schraubenäächen usw.). umgekehrt, wenn in einem quellen- 
freien Felde die mittlere KrUmmung der Orthogonalflächen 
Null ist, so muß der Feldrektorbetrag längs den Kraftlinien 
konstant bleiben. 

In Qleichung 257a bringt das Glied Akh den Einfluß der Feld- 
linienkrUmmung auf den Rotor des Feldvektors zum Ausdruck. 
Bei geraden Feldlinien verschwindet dieses Glied und der Rotor des Feld- 
rektors wird gleich der Änderung seines Betrages quer zu seiner Richtung. 
Wenn das Feld wirbelfrei ist, so folgt aus der Gleichung 257a, wenn 
man dort rot 31 = setzt, 

260 Akf> = [tgnAAl 

Durch skalare Multiplikation beider Seiten dieser Gleichung mit b, n er- 
hält man die ihr äquivalenten zwei skalaren Gleichungen 

261 ^A; = ngrad^ oder -^^ = Ä% 
261ft = hgradA oder 4^=0**). 



•) Die VektoranalysiB. I, S. 84. 

**) Die Gleichungen 255, 259, 261 sind von M. Lagallj fOr ein gleichseitig 
quellen- und wirbelfreies Feld angegeben worden. (Dynamische nnd geometrische 
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158 I>iu begleitende Dreikant im Vektorfelde. § 81 

Die logarithmisclie Ableitung des Vektorbetrages in der Rich- 
tung der Hauptnormale ist in einem wirbelfreien Felde gleich 
der FeldlinienkrQmmung. Der Gradient des Vektorbetrages liegt 
dann in der Schmiegungsebene der Feldlinie. Wenn die Feldlinien 
Geraden sind, so hat weder n noch b eine bestimmte Richtung. Dann 
sind aber alle Orthogonalflächen parallel, das Feld läBt sich in Lamellen 
konstanter Dicke einteilen and der Betrag des Feldrektors ist auf jeder 
Orthogonalflöche konstant. Aber auch umgekehrt: wenn in einem 
wirbelfreien Felde auf jeder Orthogonalfläche der Feldvektor- 
betrag konstant ist, so sind die Feldlinien geradlinig. 

Wir wollen noch die Drehung des begleitenden Drei- 
kantes in einem Kraftlinienfelde untersuchen. Wenn der Aufpunkb sich 
längs einer Kraftlinie bewegt, so dreht sich das aus t, li, b ge- 
bildete Dreikant, wie ein starrer KSrper. Es sei c der in jedem 
Punkt zur Rotationsachse des Dreikants parallele Einheitsrektor. Bei einer 
unendlich kleinen Verschiebung tdt des Aufpunktes längs der Kraftlinie 
drehen sich alle Punkte des Dreibants, also auch die Endpunkte von t, n, b 
um einen unendlich kleinen Winkel doi, was die Verschiebungen 

rft = [ct]da, dn = [cnjda, <fb = [cb]rfa 
dieser Endpunkte hervorruft. Setzt man 

Bo wird 

262 |}=tgrad-t = [t.t], 

262a |J = n grad - t = [b n], 

262b ||=tgrad.b = [bb]. 

Das sind die Formeht 101a des g U, S. 61. 

Berücksichtigt man die Frenetschen Formeln 
t grad • t = Ä;ii, t grad . b = — xn, 
so erhält man sofort 

263 b = Ab + 5tt. 

In einem flächennormalen Felde wird diese Formel zu 

263a b = rott + xt. 

HigenBchafteo der räumlichen Potentiatstrßmutig , Zeitschrift f. Math. o. PhfE. 1916, 
Bd. 68, S. SSO.) Ks w&re fUr den Leser eine »ehr nütilicbe ti bung, wenn er versalzte 
diesen Aufaats in Vektoraprache zu flbenietzen. 
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§ 32 Aufgaben. 159 

Wir sehes, daß die Rotationsachse des begleitenden Dreikants immer 
in der rektifizierenden Ebene der Kraftlinien liegt. 

Wenn die Windung gleich Null ist, so dreht sich das Dreikant um 
die Binormale der Kraftiinie; wenn aber die Kraftlinie außer der Krüm- 
mung auch eine Windung besitzt, so liegt die Rotationsachse des Drei- 
kantes schräg zu der Binormale und kann eine von Punkt zu Punkt ver- 
änderliche Richtung haben. 

Aufgabe 116. Ein Kraftlinienfeld ist durch seinen Tangenteinheits- 
Tektor t bestimmt. Man beweise die Formel 

t rot t — II rot n — b rot 6 = 2 X, 

wo X die Kraftlinienwindung ist. (R. Rothe, zitierter Vortrag, S. 257.) 

Aufgabe 117. Man beweise, unter Benutzung der Gleichung 

dir t = b rot n — ii rot b, 

daß die mittlere Krilmmußg einer Rotationsfläche gegeben ist durch 

wo R der E^rOmmungsradius der Meridianltnie und N der Normalen- 
abschnitt zwischen dem Aufpunkt und der Rotationsachse ist. 

'Aufgabe 118. Die A-Linien der Feldlinien eines wirbelfreien Vek- 
tors % liegen auf den Potentialflächen dieses Vektors. Man beweise, daß 
fQr alle Punkte einer beliebigen &-Linie der Abstand zwischen zwei be- 
nachbarten Äquipotentialflächen eine Konstante ist. (H. Lagally.) 

♦Aufgabe 119. 

a) Man beweise die Formel div b = — t rot n. (R. Rothe.) 

b) Man beweise, daß in einem flächennormalen Felde immer die 
Beziehung t rot n = b grad In k gilt. 

^Aufgabe 120. Bilden die i-Linien eines gegebenen Feldes ein 
flächennormales Feld, so liegen sowohl die ^-Linien als auch die »-Linien 
auf den Orthogonal flächen der ^-Linien. Man beweise, daß die mittlere 
Krümmung dieser Orthogonalflächen in jedem Punkt gleich der KrUmmung 
ihres zu ti parallelen Normalschnittes ist, und daß die ^-Linien die Asym* 
ptotenlinien dieser Orthogonalflächen sind. 

§ 32. Geometrische Eigenschaften des Laplaceschen Feldes. 

Ein .Feldvektor, der gleichzeitig quellen- und wirbelfrei 
ist, kann immer als Gradient einer skalaren Ortsfunktion <p dargestellt 
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160 Gdometrische Differentialgleich nag det Laplaceachen FeldM. § 32 

werden, und diese Ortsfunktion muB der Laplac eschen Dtfferential- 
gleichung 

genügen. Deswegen kann man ein solches Feld auch ein Laplacesches 
Feld nennen. Da hier der Feldvektor 91 = 4 1 gleichzeitig quellen- und 
wirbelfrei ist, so müssen für ihn die SIeichangen 

259 ^ff^-tgr»d^, 

260 A}cb = [tgTaiA] 

gleichzeitig bestehen, wodurch auch der Vektor -r- grad ^ ToUständig 
bestimmt wird: 

264 ~ grad A = grad \aA = -Ht + k% 
oder 

364» grad In J. = - t div t -f t grad • t = rot [t tl- 

In einem Laplaceschea Felde ist also die Änderung des Logarithmus 
des Feldvektorbetrages in jedem Punkt durch die Erflmmung der Feld- 
linien und die mittlere Krümmung ihrer Orthogonalflichen voUständig 
bestimmt Deshalb ist auch, die Verteilung des FeldTektorbetrages bis 
auf einen konstanten Faktor durch die geometrische Form des Feldes 
bestimmt. Es ist aber nicht möglich, ein beliebiges Feld durch passende 
Wahl des Feldrektorbetrages zu einem Laplaceschen Feld zu machen. 
Denn der Vektor —H\-\-h\i ist nach 264 wirbelfrei, so dafi in jedem 
Laplaceschen Feld die rein geometrische Differentialbeziehung 
gelten mufi: 

265 rotJt = rottn 
oder 

265a fl'rot t - [t grad if ] = * rot n - [n grad &]. 

Dieses ist eine für das Laplacesche Feld charakteristische Beziehung. 
Wir multiplizieren diese Gleichung skalar mit t, n, b und erbieten die 
drei skalaren Gleichungen: 

266 Ät tot n — 6 grad t = oder -^ = 4 1 rot n, 

267 6 grad H= J:n rot n oder -rr- = tu rot n, 

268 n gradfl"-!- t grad A = fl'6rot t — tbrot n = i(H— b rot n) 

= it (div t - b rot n) = — i n rot 6. 
Die Gleiehut^ 266 gilt fllr jedes flächennormale Feld (vgL die Auf- 
gabe 119b). Die Gleichung 267 gibt die Änderung der mittleren ErOm- 
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S tt Diskussion der Differentislgleiclinng. \Ql 

mung dar Ortb<^naIflächen längs der ^Limeo an. Die Gleichung 268 
wollen wir etwas umformen: Wir schreiben zuerst 

— hn rot 6 = it [b rot 6] = — it (6 grad • b). 
Das skalare Produkt — t (b grad • 6) ist aber nach den Ausführungen des 
§ 31 gleich der ErOmmung des zu b parallelen Normalschnittes 
der zu t orthi^onaten Fläche. Bezeichnen wir diese ErUmmung mit 
-J^^ so erbalten wir die der Gleicbnng 268 äcjuiraleoie Gleichung 

88» mgr^B+tgnik = ?^+^ = ^. 

N ist positiv, wenn die Hauptnormale der &-Linie mit der Flächen- 
normale t einen stumpfen Winkel bildet. 

Als Beispiel eines Laplaccschen Feldes betrachten wir das elektrische 
Feld zwischen zwei geladenen Oberflächen. Wenn das Zwischenmedium homogen 
is^ so ist der Vektor der elektrischen Feldstärke quellenfrei und wirbelfrei, die 
Kraftlinien bilden ein Lapiacesches Feld. Die Kraftlinien sind hier die ortho- 
gcHialen Trajektorien der Äquipotentialflächen, zu denen auch die gegebenen 
Leiteroberflächeo gehören. Man kann unendlich viel verschiedene Flächen- 
scharen konstruieren, die den Raum zwischen den gegebenen Leiter ob erÜächen 
stetig ausfüllen. Von diesen Flächenscharen stellt aber nur diejenige die Schar 
der gesuchten Äquipotentialflächen dar, für die die mittlere Flieh enkrümmung M 
und die Krümmung k der orthogonalen Trajektorien die Differentialgleichung 269 
befriedigen. Diese Gleichung kann in vielen Fällen den Entwurf der Kraft- 
linienbilder bei gegebenen Leiteroberflächen unterstützen. 

Das Geschwindigkeitsfeld einer strömenden inkompressiblen Flüssigkeit 
kann nur dann wirbclfrei sein, wenn das Feld so gestaltet ist, daß die Differential- 
gleichung 269 erfüllt wird. 

Auch die Isothermenflächen einer stationären Wänneströmung und ihre 
Orthogonaltrajektorien bilden ein Lapiacesches Feld, wenn keine Wärme- 
quellen im Feld vorhanden sind. 

Besonders einfach wird die Differentiatbeziehung 269, wenn ent- 
weder J( oder -jT- verschwindet. Ist i = , so sind die Feldlinien Ge- 
raden, die Gleichungen 267 und 269 werden dann zu 



270 



3H _„ '9H _ 



d. h. die Orthogonalflächen sind Flächen konstanter mittlerer 
Erfimmung. Da aber ihre Orthogonaltrajektorien geradlinig sind, so 
sind alle Orthogonalfläcben parallel. 

Spislrsin, TektorrtoliBiutB. 11 
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X62 Abhfin^keit v. d. DiffeieDtiatJonafolge bei zweiten RichtungsableitDogen. § 82 

Ist -7^ = 0, 80 Tereinfadit sich die Qleichung 269 zu 

2" W + Tf"»- 

Das ist aber dann und nur dann mdglich, wenn die b-Linien Asymptoten- 
linien der OrthogonalflächeD sind, d. h. Bolche Linien, deren Schmie- 
gungsebene in jedem Punkt mit der Tangentialefaetie der Fläche zu- 
sammenfallt. Denn aus der Oleichung -j^ = — t (b grad ■ b) = folgt, 
daß die Flächenuormale t za der Hauptnormale der ft-Linie senkrecht 
ist. Das ist z. B. der Fall in einem parallelebenen Felde, wo sich 
alle Feldlinien auf parallelen Ebenen befinden. Die Ortbogonalflächen in 
einem solchen Felde sind Zylinderflächen, deren Erzeugende zu 6 parallel 
sind, b ist hier im ganzen Felde konstant, und die i-Linien sind die zu 
den Ebenen der Feldlinien senkrechten 
Geraden (Fig. 42). Die mittlere ErQm- 
mung der Zylinderflächen ist gleich der 
ErOmmung ihrer zu f> senkrechten Nor- 
malschnitte. Diese Normalschnitte, die 
wir auch Niveaulinien nennen kön- 
nen, bilden eine Schar ebener, zu den 
Feldlinien orthogonaler Kurven. Wenn 
also in einem parallelebenen Laplace- 
schen Felde die Feldlinien Kreise 
oder Geraden sind, so sind auch 
die NiTeaulinien Kreise oder Geraden (z. B. das elektrische Feld 
zwischen zwei parallelen, nicht konaxialen, geladenen Kreiszylindem). 

Man könnte zunächst denken, daß die Gleichung 271 für jedes Laplace- 
sche Feld gelten müsse, denn aus 264 folgt 

2laA _ ,_ 9bxÄ __„ 
»ft -"' 
also auch _ 

dn ~^ dt ~ dtSn 
Es wäre aber falsch, die rechte Seite dieser Gleichung gleich Null zu 
setzen*), da bei den Richtungsableitungen einer Ortsfiinktton ip nicht notwendig 

'i — %T = TJ-s — sein muß. Wir können hier schreiben: 
Snet etan 




VlnA 



dn 



H grad in .ä) = 



grad \aA-\ 



' dn * 



g/gf = -gr t" ^*** '°^* — TT 8"^ '"-* + " TF ^'^^ ^^■^■ 

*) Diesen Fehler macht M. Lagall; in seiner zitierten Abhandlung. 
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§ 32 MeridiaDebenei) nnd parallelebenes Feld. Ig3 

Da aber 

t-ä^grad Inj* — n-g^grad InA = 0, 
so wird 

8'ln^ . d^laÄ / 31 , Sn\_,, . 

= -(-|s- + *t-*b)(-flt + *n) = t(-n-|^ + H) 
= *(t-U- + div,)=-M-|f, 

woraus die Gleichung 269 folgt. 

Als Beispiet eines Feldes, für das die Formel 271 nicht mehr gilt, be- 
trachten -wir ein axialsymmetrisches und zwar ein meridianebenes Feld. 
Die Symmetrieachse des Feldes sei die Gerade [er] = 0. Die Feldlinien sind 
dann ebene, und zwar in den Meridianebenen liegende Kurven. Die Ortho- 
gonalflächen der Feldlinien sind Roiationsflächen um die Symmetrieachse des 
Feldes; ihre Schnittlinien mit den Meridianebenen bilden die zu den Feldlinien 
orthogonalen Niveaulinien. Die Binormalen der Feldlinien sind in allen Punkten 
senkrecht zu den Meridianebenen, die fr-Linien sind konaxiale Kreise. Für 
ein meridian ebenes Feld bedeutet die GröQe N in Formel 269 den Abschnitt 
der Flächennormale (Feldlioientangente) zwischen dem Aufpunkt und der Sym- 
metrieachse, weil dieser Abschnitt gleich dem Krümmungsradius des zu b par- 
allelen Nonnalschnitles der Orthogonalfläche ist {vgl. Aufgabe 117). 

Wenn in einem meridianebenen Felde k = ist, die Feldlinien also gerad- 
linig sind, so müssen die Orthogonalflächen nach 270 parallele Rotationsflächen 
konstanter mittlerer Krümmung sein, z. B. 
konaxiale Kreiszylinderflächen oder kcm- 
zentrische Kugeloberflächen. Die Vertei- 
lung der Feldlinien auf einer Meridianebene 
dieser beiden Felder ist auch eine mög- 
liche Fcldlinienverteilung in einem parallel- 
ebenen Felde. Im allgemeinen wird aber 
die Fei dl inten Verteilung in den Meridian- 
ebenen eines Laplac eschen meridian- 
ebenen Feldes eine andere sein, als in 
einem parallel ebenen Felde. Betrachten wir z. B. ein Laplacesches parallel- 
ebenes Feld, dessen Niveaulinien konzentrische Kreise sind. Die Feldlinien 
sind dann die Radien dieser Kreise. Wenn wir jetzt die Ebene dieses Feldes 
als Meridianebene eines axialsymmetrischcn Feldes betrachten, dessen Achse die 
Kreise nicht schneidet (Fig. 45), so entstehen ans den konzentrischen Kreisen 
durch Drehung der Meridianebenen um die Achse parallele Kreisringflächen, 
deren orthogonale Trajektorien gerade Linien bleiben. Dieses Feld kann aber 
nicht zu einem gleichzeitig quellen- und wirbelfreien Felde gemacht werden, 
weil dann bei geraden Feldlinien die mittlere Krümmung der Orthogonalflächen 



Fig. 48. 
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\Qi Toueinandec nnabh&Dgige and abhängige Ortafonktionen. § 83 

nach 270 konsUat sein müßte, die Kreisriogflächen aber keine konstante mittlere 
Krümmung haben. 

Aufgabe 121. Man beweise, daß es nnniöglich ist, ein meridian- 
ebenes Laplacescfaes Feld zu finden, in dem der FeldTektorbetri^ 
konstant wäre. 

Aufgabe 122. Man bestimme das Laplacesche Feld zwischen zwei 
Orthogonalflächen, die aus zwei konaxialen Ereiskegelflächen mit gemein- 
samer Spitze bestehen. 

g 33. Krummlinige Koordinaten. 

Wir betrachten zuerst zwei skalare Ottsfunktionen u und r. 
Für diese Funktionen existieren zwei F^henscharen 

U =^ const. und v = const., 
deren Normalen in jedem Punkt zu v<* und vv parallel sind. Wenn 
die Fachen u = const. und «^ const. zusammenfallen, so wird u eine 
Funktion von v; die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr ist 

272 [7«Vtj] = 0. 

Wenn also u und v voneinander unabhängig sind, so muB das Vektor- 
produkt 272 Ton Null verschieden sein. 

Diese Überlegung läSt sich leicht auf drei skalare Ortsfunk- 
tionen u, V, w ausdehnen: Die Ortsfunktionea u, «, v> bestimmen drei 
Flächenacharen 

u = const., V = const, w = const., 

deren Normalen zu v«, vv, 7u> parallel sind. Ist u eine Funktion von v 
und w, z. B. 

«=/■(«,"). 

so wird 

Dann bestehen die Flächen « = const. aus den Schnittlinien der 
Flächen v = const. und u> = const., und mau erhält, ganz abgesehen von 
der Form der Funktion f, die Beziehung 

273 V«V''V«' = 0- 

Diese notwendige Bedingung ist auch hinreichend dafQr, daß eine 
der drei skalaren Ortsfunktionen u, v, iv eine Funktion der beiden 
anderen wird. Sie besagt nämlich, daß die Vektoren 7u, ^v, yto kom- 
planar sind, so daß man schreiben kann 
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§ 83 Die Oradientea von u, f, w uad die Ableitangen dea RadiosvektorB. Jgg 

wo >■ nnd [L beliebige Ortsfunktionen sind; es ist klar, daß )( auf allen 
Linien konstant bleibt, auf denen v und tc konstant bleiben, weil solche 
Linien zu 70 und ^w senkrecht sind. 

Wenn die drei Ortsfunktionen voneinander unabhängig sind, wird 

Jedes Wertetripel u, v, w definiert dann einen Funkt P im Räume, dessen 
Badiusrektor eine Funktion tob u, r, w wird : 

t {«,»,«■). 

Die drei Ortsfunktionen heifien dann die krummlinigen Koordi- 
naten des Aufpunktes P. Kennt man die Abhängigkeit des Badius- 
vektors von den krummlinigen Koordinaten «, v, w, so sind dadurch auch 
die Flächen u^const., v=const., u' = const. und ihre Schnittlinien bestimmt. 
Aber die krummlinigen Koordinaten sind durch diese Flächen nicht voll- 
ständig bestimmt, denn es ist klar, daß die Ortsfunktionen u, v, w und 
die Ortsfunktionen 

a = <p («), ß = * (»), t = x (w), 

^o T) ^t X beliebige Funktionen sind, auf denselben Flächen konstant 
bleiben. 

Wenn die krummlinigen Koordinaten u, v, tc eines Aufpunktes P 
sich um du, dv, dw ändern, so verschiebt sich der Aufpunkt um die 
Strecke 

Der Vektor ~^— du bedeutet hier die Terschiebung des Aufpunktes auf 
einer Linie, auf der v und w konstant bleiben. Diese Verschiebung ist 
also gleich dem Bogenelement der Schnittlinie der Flächen i; = con8t. 
und to^const.; sie ist senkrecht zu den Vektoren ^v, Vfc, so daß der 
Vektor -p-- dt* parallel zu [VW«'] ist. Ebenso beweist man, daß die 
Vektoren -5— dv und -s— dw parallel zu den Vektorprodukten [VwVm] 
und [VuVp] sind. Die zwei Vektorentripol ^^ d«, -^ dv, -^ dte 

Ol* Ov ' (7fü 

und V«, 7f, Vu> sind also durch die Beziehungen 
du ' ~ 8» 



- Vw= 
275 -|i-V«>=^7» =0 



3« V, '' r. 
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K6 Zwei reziproke Vektoientripel. Unikehrungsformeln. § 38 

T«rbanden. Multipliziert mui beide Seiten der Gleichung 274 skfttar mit 
Vu, 7t', Vw, so erhftlt man die drei Qleiehnngen 

drV« = "äiT Vfidu, drVt' = -gT" Vdr, drVw = -grr Vwdw- 

Anderseits ist aber 

dx^u = du, dx^v = <Jr, dtS7w = dtc 
und folglich 

Diese Formeln kaun man sehr leicht geometrisch deuten: Der Betrag 

des Vektors Vu in einem Punkte P^ ist gleich dem Zuwachs du von u 

zwischen den Flächen « = «^ und « = »„ + du, 

^-^- geteüt durch den Abstand P^P, dieser FUichen 

Mj y* T"/ *---^ (Fig. 44). Der Vektor -|^ ist gleich dem Abschnitt 

»lä* P ^ PqP' der Linie r = const,, «' = coDst., geteilt durdi 

den entsprechenden Zuwachs du von u. Die Pro- 
jektion TOn -^~- auf 7u ist also gleich dem reziproken Wert des Be- 
trages Ton 7u, was auch zu beweisen war. 

Die Formeln 275 und 275 a erlauben, die Vektoren -y^, -g^~, --— 
als Funktionen von 7u, 7fi, ^w oder umgekehrt die Vektoren 7u, 7Vt Vtc 
als Funktionen von -«— , -s-p, -n-r- auszudrucken : Vergleicht man diese 
Formeln mit den Formeln auf S. 16 fOr zwei reziproke Vektorentripel 
m, n, p und m', n', p', so sieht man, daß auch -g--, -g— -, -j— und 
Vu, ^v,^ic reziproke Vektoren sind. Es wird also, nach den Aus- 
fnhrui^en TOD S. 16, 

a« ^' - [yt^vwi St _ [y^oytti 3t _ I7i«vr] 

3« V«V» V*** ' Sr VwyvV«' ' ^«^ V«7i' V«' ' 
[ dt dt 1 r 3t 3 1 l r 3t 3r 1 

377 VW = —3-; — fl, a; '' V» = -TZ — äz — t:~< v»p = -3-; — 3-; — äT— 
gt gt gr gl St et ' gf gt et 

Tu dr div dulV St du Sr du- 

und 

8'8 i^-lfl^-VMVf 7*0 = 1. 
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AbteitQDgen der amgekehrten Funktionen. 
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Diese Fonnelii sind am der Aaalyus wohl bekannt: Die Komponenten 
X, y, ir des Radiusvektors t sind drei voneinander unabhängige Funktimen von 
H, V, w, wenn die Funktionaldetenninante 
dx 

dx 

^= -W 

dx 

dw 

TOQ Null verschieden ist. Dann kann man diese drei Funktionen umkehren 
und u, tr, (0 als Funktionen von x, y, x betrachten. Die Funktionaldeterminante 
dieser neuen Funktionen ist 
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Multipliziert man die Gleichungen 276 mit den Grundvektoren i, j, 1, so erhält 

man die neun Ableitungen von x, g, e nach u, v, w: 
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Die Feldlinien des Vektors 7 h ^nd die orthogon^en Trajektonen 
der F^benschar u = coQst., weil ihr TangentenTektor 7u in jedem 
Punkt normal zu diesen Flächen ist. Wir wollen diese Feldlinien die 
u-Linien nennen. Ebenso nennen wir f Linien und to-Linien die Feld- 
linien der Vektoren v« nnd Vvb, die die orthogonalen Tr^ektorien der 
Fl&clienscliaren v = const und w = conet. bilden. 

Wir betrachten jetzt eine Anzahl Flilchen von den drei Flächen- 
scharen : ^ 

«(. = «(,, «1 = «0 + «1, «j = «1 + «,, ... w- = «,-1 + a„ 

l'f, = ßo, P. = "o + ßp V, = v, + ß,. ■ ■ . V, = f,_l + ß,, 

"o = 7ui w, = Wo + Tl. w, = Wj + T,, ... M7« = w»-! + Y,, 

wo aUe a, ß, V positive unendlicli kleine Konstanten sind. Diese Flächen 

teilen den entsprechenden Raumteil in unendlich kleine Zwölfkante ein, 

die man in erster Näherung als Parallelepipede betrachten kann. Die 
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168 Schnittlinien aad orthogonale TrajeklorieD der FJ&chenecharen. § 38 

Kanten dieser P&rallelepipede sind die Schnittlinien ron Fliehen aus 
je zwei reracbiedenen Flächenscharen. Sie sind also parallel zu den 
Vektoren -^— , -j—, -jzr- Setzen wir ganz allgemein 

wo 

so werden diese Schnittlinien zu den Einheitsvektoren u, d, n> parfjlet 
sein. Wir wollen sie deswegen die u-Linien, D-Linien und lo-Linien 
nennen. Diese Linien sind im allgemeinen verschieden von den u-Linien, 
t)-Linien und w-Linien: Die «-Linien sind senkrecht zu den Flächen 
«=con3t., sie brauchen aber nicht in den Fachen t'=const. oder w=const. 
zu liegen. Die u-Linien d^egen sind die Schnittlinien der F^hen 
f=const. und t(i=const.; sie sind also parallel zu diesen beiden FlSchen- 
scharen, brauchen aber nicht zu den Flächen u'=const. senkrecht zu sein. 
Zwei Flüchen heiflen bekanntlich orthogonal, wenn ihre Normten 
in allen Punkten ihrer Schnittlinie zueinander senkrecht sind. In allen 
diesen Punkten liegen also die Normalen der einen Fläche in den Tan- 
gentialebenen der anderen Fläche. Wenn daher die Flächen u = const. und 
die Flächen f =const. zu den Flächen ui = const. orthogonal sind, so werden 
auch ihre Schnittlinien zu diesen Fachen orthogonal sein. Dann wird 
in jedem Punkt der Vektor -?--- zu Vw parallel sein, die ro-Linien werden 
mit den w-Linien zusammenfallen. Sowohl die u- und die »-Linien, als 
auch die u- und die v-Liniea liegen dann in den Flächen w = const., und 
zwar sind die u-Irinien orthogonal zu der Schar der n-Linien, die v-Linien 
orthogonal zu der Sehar der »-Linien, wovon man sich durch einen Blick 
auf die Gleichungen 276 und 277 überzeugt. 

Interessante Einzelheiten findet der Leser in der Technischen Hydro- 
dynamik von F. Präsil*), S. 54 — 96. Es wird auch dem Leser als Übung sehr 
nützlich sein, die dort entwickelten Formeln in Vektorsprache zu übersetzen. 

Besonders wichtig ist der Fall, daß die drei Flächenscharea 
zueinander orthogonal sind. Dann fallen die u-, v und tc-Linien 
mit den u-, d- und ni-Linien zusammen. Diese drei Kurrenscharen bilden 
ein dreifach orthogonales Netz, das den gegebenen Raum in unendlich 
kleine Quader zerlegt. Die Ortsfunktionen u, v, ui heißen dann die 
orthogonalen krummlinigen Koordinaten des Aufjpnnktes. Wir 



•) F. Priiiil, TechniBche Hydrodynamik. Springer, 1918. 
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§ SS OrthogoDale Koordinaten. 169 

können die Reihenfolg« der Vektoren u, 0, ID so wäUeo, daß sie ein 
recKtwinkliges Rechtssystem bilden, daS also 

UDID = 1 
vird, oder, wm dasselbe ist, 

[uB] = n), [dii)] = u, [rou] = D, 
«0= »ro = iou = 0. 
Die Gleicfaimgen 277, die man unter Benutzimg der Gleichnngen 279 
ganz allgemein in der Form 



1 [»■»] „^-.LjEiL T7.„-_L JEii 



2". V« = ^-K=-. V. = -^J 



scbreiben kann, Tereinfachen sich in dem Fall der orthogonalen Koordi- 
naten zu: 



Ein Linienelement dt kann immer in krummlinigen Koordinaten 
in der Form 

281 rfr = <>ds = -^d»-\--^dv-\--^div 

= yxUdu-\'vVdv-\-\oWdw 
au^edrQckt werden. Sind die krummlinigen Koordinaten ortht^nal, so 
kann man die Länge dieses Linienelementes ans der Formel 

282 ds*= 0"»d«*+ F*<i«»+ TTMw» 

bestimmen, ds ist die Länge der Diagonale eines Quaders, der die drei 
zueinander senkrechten Bogenelemente 

283 uds« = ul7d«, vd8v = XiVdt\ xods« = xt>Wdw 

der u-, der d- und der lu-Linien als Kanten hat. Die Seitenflächen dieses 
Quaders können nach Betrag und Normalenrichtung durch die Vektoren 

[-|f -|^]d»;d«'= [uro] VWdvdu} ^ ^-^ 

284 [-|^ -|^] dwdu = [mxy^WUdwdu = 

[ts- if] ^^^"^ = ^""1 ^^''" ''*' = 
dugestellt werden. Sind die Einheitsvektoren u, s, nt zueinander 
senkrecht, so kann man die Vektoren 284 durch 
284» aVWdvdw, nWTJdwdu, mUVdudv 



yu^BVw 


r "^"«' 


V» 




ViiVi-Vw 


- dwdu 


VW 


- dudv 
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170 EarteoJBche, zflindriBche und sphftri««he Koordinat«n. § 33 

erubwn. Der Raumiulialt dt des Quaders ist ge^beo durch 

285 ^'^=4u"WllF ^»^v'iv; = ^v">UVWdudvdi€. 

Bei orthogonalen kmmmliDtgeD KoordinateD ist siber ii v m = 1 , so dafi 
285a dt= UrWdudvdw. 

Die einfachsten und am meisten gebnachten krummlinigen ortho- 
gonalen Koordinaten sind, außer den kartesischen , die zylindrischen 
and die sphärischen Koordinaten. Für die kartesischen Koordinaten ist 

u ^ X, V = 1/, )C = ^ 

und folglich 

v= v= w=\ 

u = i, D = i, in = I. 
Der ganze Raum wird durch die u-, d- und nt-Linien in parallele 
WSrfel eii^eteilt. 

FUr die Zylinderkoordinaten setzt man 

286 M=(r = «, r=|[fr]| = p, w = i> = arctg-|-. 

Die Flächen u = const sind die zur j^-Achse senkrechten Ebenen. Die 
Flächen r = const. sind die zur «-Achse konaxialen Kreiszylinder mit dem 
Radius p. Die Flächen u> = const. sind Meridianebeoen mit dem Azimut- 
winkel 'f. Hier wird 



287 VP = 



" i[tt]i 



so daß nach 280 

«88 u= r = i, W= Q. 

u bleibt parallel zur £'-Acfase; ti liegt in der Meridianebene senkrecht zur 
2- Achse, n) ist senkrecht zur Meridianebene und zur 2- Achse. Die 
u-Linien und die D-Linien sind Geraden, die ni-Linien sind konaxiale 
Kreise. 

FOr die sphärischen Koordinaten (Polarkoordinaten) setzt man 

289 M = |ti=:r, r = ö = arc sin -^ , w = y = arc tg ■— . 

Die Flächen « = const. sind konzentrische Kugeln, die Flächen v = const. 
sind konaxiale Kreiskegeläächen mit dem öffnungswinkel 20, die Flächen 
w = const. sind deren Meridianebeuen mit dem Azimutwinkel f. Hier wird 
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Elliptische Koordinaten. 



ve- 



so daß 

Die u-Linien sind hier die Kugelradien, die r-Linien sind die Meridian- 
balbkreise der Kugeln, die ro-Lioien sind die Kreisschnitte der Kegel- 
oberfläclien. Ein Linienelement wird in sphärischen Koordinaten ans- 
gedrOckt durch 

291 ids = dx^Uitdu-{'rr>dv-\-Wmdt€^r^-^^^^^^J^+[tx']d<f, 

so daß 

ds* = dr' + r*dQ* + r' sin »Öd?». 

Ein Volnmelement wird ausgedruckt durch 

292 d-z = J^LlJ-drdQdf = r* sin « drd^df. 

Es werden aber nicht immer so einfache Omfunktioaen ab krummlinige 
KoordiDaten gebraucht. Bedeutend komplizierter sind z. B. die elliptischen 
Koordinaten. (Siehe H. Weber, Partielle Differentialgleichungen Bd. 1, S. io6.) 
Die Gleichung 

Stellt eine Schar konfokaler Flächen zweiten Grades mit dem Para- 
meter ?. dar. Durch jeden Punkt x,y,t des Raumes gehen drei solcher Flächen 
mit den Werten von i: X = «, i = u, A = ». Diese drei Wurzeln von 29S 
können wir der Größe nach in folgender Weise ordnen: 

«<a<»<6<w<c. 
Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, daß dann die Flächen 
A = u = const. — Ellipsoide, 
i = V = const. — einschalige Hyperboloide, 
A ^ w ^ const. — zweischalige Hyperboloide 
darstellen. Die drei skalaren Ortsfunktionen u, v, tc heißen dann elliptische 
Koordinaten des Aufpunktes, und durch jeden Punkt gehen drei und nur drei 
solcher Flächen. Um jetzt diese Orisfunktionen als Funktionen von x, y, x za 
bestimmen, bemerken wir, daß wir die Identität in 7. schreiben können: 



(a-X)(&-X)(c-*.) • 



I : 
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172 Elliptische Koordin&teo. Aufgaben. § SS 

Denn sowohl die linke als auch die rechte Seite dieser Gleichung verschwinden 
für iL =: «, X =v, il = w, beide werden unendlich für X =: a, X = b, X = c 
und nach Multiplikation mit dem Nenner 

tp[X)^(a-X)(b-X)(c-X), 
werden beide Seiten algebraische Funktionen dritten Grades von X, deren Ko- 
effizient von X* auf beiden Seiten gleich I ist. Wenn man beide Seiten dieser 
Identität mit (a — X) multipliziert und im Resultat X = a setzt, so wird 
.. la-u)(a~v){a- 



nnd ganz analog 



{6-a)(c-o) ' 

ib-u){b~v](b~it)) 
* ~ {c-bj{a~b) ' 
-u)[c — c) (c — w) 



* - (a-c)(b-c) 
Nimmt man die logarithmischen Ableitungen dieser Gleichungen, so erhält man: 



r + ^^ + i 



) dy __ du 
u-l 



z 
und hieraus 

, _ (« — g) (P — m) j , \" — "'M"'~'*' j„t I 



iu~VJ(V-~w) ^ , , (»-M>)(lg-M) j__. I (W-U)(l«-P) 

— ?(Si — <*«'+ — ^i^r^**" + — ^w^' 



y{«) = (a-«)(ft-«){c-u) 
ist. Die Flächen u = const., v =:: const., w = const. sind zueinander orthogonal, 
weil in dem Ausdruck für ds* die Koeffizienten von dudr, dvdw, dtcdu gleich 
Null sind. Wir berechnen noch 

9Q4 T7> - (M-v) (»-«;) „, _ lv-w)(v-u] _ {w-u){w-v) 

und folglich für das Volumelement 

295 d,= \/ U'r'Wi «d.d„= ("-ll -'-H"-")'""" "'» . 
81/-, («),(!>)»(») 

^Aufgabe 123. Man berechne die Ausdrücke für Bogen-, Fläcben- 
und Raumelemente in Zjlinderkoordinaten. 

*Aufgabe 124. Man beweise die Oleicliungen 

*Aufgsb« 125. Man beweise, dafi der DifTerentialoperstor V in 
symbolischer Form als 
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g 84 Der Gradient in kmmmliDig«ii Koordinaten. 173 

ausgedrückt werden kfttrn. 

Aufgabe 126. Man beweise den Satz : Sind die krummlinigen 
Koordinaten u,v,tc so beschaffen, daß Vw = -3-^ = iv, so gilt ftlr 7 der 
Ausdruck 

wo 

^=lTir)' ^-WT^' '^-Kw)- 

§84. Räumliche Ableitungen in krummlinigen Koordinaten. 

Wenn der Radiusvektor t als Funktion der krummlinigen Koordi- 
naten u, V, t» bekannt ist, so kann auch jede Ortsfunktion f(t) als Funktion 
dieser krummlin^en Koordinaten aufgefaßt werden. Sind -g— , -j^, -j^ 
die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach den skalaren Variabein 
u, f, w, so erhält man fQr ihre Ricbtnngsableitungen nach den Richtungen 
u, t), ni die Ausdrücke 

u grad <p = 

296 grad cp = 

und es wird auch 

297 ■|i-gr.aT = -|i, -|^i?r.dr = jf, -|i g,.d , = jj. 

Diese Formeln, die aus den Oleichungen 279 und 2S3 unmittelbar folgen 
(vgl. Aufgabe 124), sind auch ftlr nichtorthogonale Koordinaten 
gültig. Ersetzt man in 297 die Ortsfunktion <f durch eine der unab- 
hängigen Tariabeln u, v, w, so erl^lt man die Formeln 275 und 275 a. 
Wenn die krummlinigen Koordinaten orthogonal sind, so erhält 
mau den Oradienten Ton 7 aus seinen drei Richtungsableitungen nach den 
zueinander senkrechten Richtungen u, 0, id (vgL die Formel 123, S. 75) : 

898 ^^ = .^|i+,^j^ + „_^^. 

So kann man z. B. die Qröfien U, V, W ais OrtsfunktioneD auffassen 
und erhält ihre Oradienten als 



8, 
IST 


= 


1 
ü 


jj 


^ 


= 


1 

T 


-ff 
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174 I^e Rotoren der Ei oheits Vektoren U, (.<, tc. § 84 

, TT 1 du , 1 3U , 1 dU 

gniU=U-fj--^-\-Dy-~j^-{-W^-^ 

jw i dw , l SW , 1 3W 

grad w=u-^j--^+l,-^r-^--\-w^-g^. 

Wir haben gesehen (Aufgabe 125), dafl der Diiferentialoperator V anch 
bei nichtorthogonalen Koordinaten ausgcdrücltt werden kann durch 

8 



"* v = v»Tr- + Vi'-rr + 7"2 



Hieraus folgt für den Gradienten von (p der Ausdruck 

301 grad ^ = -|l- grad« + -|f grad p + lj- grad« 

der bei beliebigen kiummlinigen Koordinaten gültig ist. 

Die zweiteo Ableitungen einer skalaren Ortsfanktion oder die Ab- 
leitungen TOD Toktoriellen Ortsfunktioneo sind nicht so einfach zu be- 
Bbimmen, wie der Qradient von f, ireü man dabei auch die Richtungs- 
Kaderung der EinheitsTektoren u, o, tt) berücksichtigen inufi. Wir 
wollen deswegen zuerst die Ableitungen dieser Einheitsvektoren in krumm- 
linigen Koordinaten ausrechnen. Aus den fQr orthogonale Koordinaten 
gültigen Gleichungen 

280 7m = -jj-ii, ^v= -y- ü, vw = -^ ro 

erhalten wir 

rot Vw = = -i^ rot u + -tt^ [u grad 17], . , . 

und folglich, unter Berücksichtigung ron 299, 

1 r :. m I 3t; 1 du 

rot u = --i^ [it grad ri = u -j^^ 7^ " ro "ÜT TT 

302 rotn = -^[ograd n=n>-jV-^-»W--|F 
rot n, = - -^ [ra grad W^] = u -^^ -j^ - « -^^ -3-. 

Da das Feld des Einheitsvektors u Üächeonormal ist, so können wir 
schreiben 

rot u = I u grad In ~jj-\ = l^ 6>i , 
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§ 84 Divergeni im knunmlinigen Koordinaten. 17& 

wo ku die Krümmuog und hu die Binonnale der u-Linie ist. Diese Gleichung 
ist von dem Verlauf der D-Linien und der nh-Linien unabhängig. Sic zeigt, 
daß wenn sich [7 quer zu u, d. h. auf der Onhogonaltläche u = const. nicht 
ändert, die Kraftlinien geradlinig sind. Dabei ist -^ gleich dem Betrag von 
gradu. (Vgl. G. Darboux, Le^ons sur les systämes orthogonaux, S. 70, vo 
H anstatt 17 geschrieben wird.) Dasselbe gilt natürlich für die Krümmungen der 
D-linien und der lo-Linien. Wenn also U, T, W quer zu den entsprechenden 
Linien konstant bleiben, so sind alle u-, D- und 9-Linien Geraden, alle Schnitt- 
linien der Orthogonalflächen sind geradlinig, so daß diese Flächen drei Scharen 
paralleler Ebenen bilden. 

Mit Hilfe der Formeln 302 kann man leicht auch die Divergenzen 
TOD 11, n, nt berechnen : aus 

div 11 = diy [tJ idJ = n» I 

div 11 = it grad hiVW=- 

308 div u = D grad In WV = - 

,. j 1 irtr l du . 1 dV 

div ID = ro grad In ü" F = ^^^ -j— + "^TT "Ji^ ■ 

.Diese Gleichungen erlauben uns die Divergenz und des Rotor 
einer vektoriellen Ortsfunktion zu berechnen, deren Projek- 
tionen auf die Richtungen u, s, ttP a]s Funktionen der orthogonalen 
krummlinigen Koordinaten u, v, w gegeben sind. Es sei z. B. 

304 «=r^.ll + ^,« + ^„W. 

Dann wird 

div 3t = vi- div u + u grad An+ ... 

lull grad In 1 

also 

305 dir« 



Ot ö 


— D 


rot 


ID, . . 




1 

irr 


-17 
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UW 


3W 


1 

VW 


iw 


+ 


1 

rv 





= A.„ gr.a In rir + i4^+ . .. =-pi^-^ (KWJ.) + . 



-(rWA.)-lr^iWVA,) + ^{VrA.)}. 



VVW \du 
Dies« Formel kann man such aus dem Hlltlenintegral 

erhalten, wo M= VVWdudfdic das Volumen und F die Halle des 

ZuOlfkantes P,F.r,P,F.P,P'P, ist (Fig. 45). Das FlSckendement 

PoP.PtP. liegt auf der Fläche w = const. und wird durch den Vektor 

[uo] Urdudi- = m Urdudt 
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Berechnang der Dirergeai dnrch ein HQUenintegnil. 



834 



dargestellt. Der durch dieses Fl&cbenelemeiit in das Zwölfkant ein- 
tretende Flufi des Vektors % ist (gleich 

am UVdudv = A» UYäudv. 

Dhs gegenaberliegende FläclLeneleinent PhP^P^Pi liegt auf der Fläche 
w -\- da = wiisi., uod der durch dieses Flächenelament aus dem Zwölf- 
kaat austretende Fluß ist gleich 

[a^UV -^ ~ {A^Ur)d«>}dudv. 

Die Differenz zwischen dem durch FmP^P'P^ austretenden und dem 
durch P^PuPt^* eintretenden Fluss ist also 

-^(A^UV)dudvd«). 

Dabei wird für Aj, sein Wert im Punkte P^ angenommen, weil die Ände- 
rung von A« auf den beiden FULchenelementen bis auf unendlich kleine 




GrSBen höherer Ordoung aufgehoben wird. Qanz analc^ erhalten vir 
den durch die beiden anderen Flächenpaare austretenden Flufi und somit 
auch das Hüllenintegral 

woraus die Formet 305 folgt. 
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§ 84 Botor in tcmmmlinigeD Koordinaten. X77 

In ähnlicher Weise kann man die Komponenten ron rot 91 durch 
Berechnung tod Randintegralen ermitteln. FOr die ni-Eomponente erhalten 
wir (Fig. 45) 

iprot2I= i-yaudv f^^'^- 
Das Linienintegral ISngs P^Ph ist gleich AuUdu. 
Das Linienintegral längs P.P^ ist gleich lÄ,V+-^iA,V)du\dt: 
Das Linienintegral längs P^P, ist gleich — |jt,F+ -jy M, I7)drid». 
Das Linienintegral Ungs PgP^ ist gleich — Ar Vdv. 
Aach hier verden fUr Ä^ und At ihre Werte in Punkte Pq genommen. 
Zusammenfassend erhält man das Bandintegral 

/adr = dttdfj {-^ (^, F) - -^(-4- CO)- 
Folglich wird 

808 » rot « = -J^ [^ M. U) - ^(A„W)} 

Den Ausdruck für den Rotor von 9t kann man auch ganz formal mit 
Hilfe der Formeln 302 berechnen. Man erhält: 

rot 91 = rot A^u + rot A^v + rot Ai,m 

= .4. rot u — [u grad .<£,] + . . . = ^ [u grad ET] — [u grad Aj\ — ... 

Es wird also 

807 rot a = - {-i- In urad (A U)] + -f [» grud (A. F)] 

+ -^[nigr.d(A.lF)]}. 

Multipliziert man beide Seiten dieser Formel skalar mit u, t), n>, so 
erhält man sofort die Formeln S06. 

Ks bleibt noch ron den ersten Ableitungen der Vektor 9 grad • S 
zu berechnen, wir resenrieren aber diese Berechnung für später und 
wenden uns jetzt den zweiten Ableitungen zu. 

Spialrtin, Vektomoliniiiig. 12 
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17g Der Laplacesche Operator in krummlinigen Koordiaaten. g 34 

Die zweite Ableitung einer skalaren Ortsfunktion ^ erhält man mit 
Hilfe der Formel 305, wenn man die Oivei^enz des Vektors 
, , 13*., 1 d-ff , 13 + 

berechnet. Ausgerechnet, ergibt das 

I a / vr 3^\\ 

In kartesüchen Koordinaten nimmt diese Oleicbunf; die bekannte Form 

an. Setzt man in 308 U= V= 1, W= p, so erhält man in Z;Iinder- 
koordicaten 

309 V*' 

Ebenso erhiUt man v*^ in sphärischen Koordinaten, wenn man in 308 
fDr 0, V, W ihre Werte am 290a einsetzt: 

«in „IJ. ■ ^' _i_ 1 a» , 1 2H 

310 V't = 7r si— + -^i^^ P! + 7rsre-v' 

Ist z. B. der wirbelfreie Vektor 31 ^ grad t^ at)cb quellenfrei, so muß die 
Potentialfunktion yi der Laplaceschen Differentialgleichung V*^ = genügen. 
Wenn das Feld des Vektors 31 vom Azimutwinkel (p unabhängig ist, so kann 
man diese Bedingung in Zylinderkoordinaten in der Form 

V r 3p' ' p 9p ' 3z* 
schreiben. Dieser partiellen Differentialgleichung genügt z. B. die Funktion 

V = [AJoikp) + SNoikeiliCe"' + De-"'). 
Hier ist Ji,(z) die Bessclscfac und N(,(x) die Neumannsche Zylinder- 
funktion von der Ordnung Null. (Siehe Funktionentafeln von E. Jabnke und 
F. Emde, S. 90 und 95.) Durch Änderung der willkürlichen Konstanten 
Ä, B, C, D, k und Summation der so entstehenden Partikularlösungen kann 
man ip verschiedenen Grenzbedingungen anpassen. 

Bildet man den Gradienten Ton 305 und den Botor von 307, so 
erhält man die ziemlich komplizierten AusdrOcke fQr grad div % und fUr 
rot rot 9. Man erhält den Vektor V*3( aus der Gleichung 
187 7 » a = grad div 31 - rot rot », 

und die Projektion von V'9l auf u wird 
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g Sl Ableitungea der Einheitevektoren. 

1 ( s r w / 3VA, dUAu w 3 r r /'_3t;^,_ zwa« -i\ 

vw\dv\.üv\ du 3v )} dwluwK dw du \] 

Die anderen Projektiooea erb&lt man in ähnlicher Weise. 

Um den Ausdruck 33 grad ■ % hequem ausrechnen zu können, be- 
rechnen wir zuerst die neun Richtungsableitungen 

u grad ■ u, D grod • u, ... ID grad • iv 
der Ginheitsvektoren u, v, lo. Dabei werden wir auch in die differential- 
geometrischen Eigenschaften der orthogonalen krummlinigen Koordinaten 
einen Einblick erhalten. Dn 

u* = D»3= jo* = 1, 
so wird 

u grad • u + [u rot u] = 0, n grad ■ n + [» rot n] = 0, 
ro grad • ro + [ro rot ro] = 0, 
und wenn man fOr die Rotoren ihre Werte aus 302, S. 174 einsetzt, 
u grad . u = - [u rot U] = - -j^ (n -jT -^ + ro -^ -j^) 

312 t. grad - = - [n rot n] = - -^ Jro-^ "älT + " IT lir) 
•so grad . 10 = - [lo rotioj = — ^l^u^~^ + Vy -^J. 
Um jetzt u grad ■ d zu berechnen, benutzen wir die Qleichung 
31S = grad uo = u grad • o -f o grad • u + [u rot o] + [t> rot u]. 

Aus Gleichung 302 folgt, dafi [u rot u] parallel zu n und [» rot ii] 
parallel u ist, so daB, nach Multiplikation von 313 mit n), 

= n)(uv-o + uvu) 
wird. Anderseits ist auch uy • " — "V • *> senkrecht zu lo, denn 

ro(uv • D — »v • w) = ro rot [un] = ro rot ro = 0. 
Folglich ist der zu d senkrechte Vektor uv ' l> ^uch zu ID senkrecht, also 
parallel u, und ebenso ist nv-u parallel o. Man kann also die Glei- 
chung 313 in die zwei Gleichungen 

314 u grad • d = — [p rot u], V grad • u — — [u rot o] 
spalten. Dieselbe Überlegung können wir auch fQr grad (oto) und 
grad (roll) wiederholen und erhalten fQr die neun Richtungsableitungen 
aufier den Formeln 312, 314 noch die Formeln 

U grad • D = — [o rot u], u grad • ro = — [ro rot u], 

315 D grad • ro = — [ro rot n], o grad ■ u = — [u rot p], 
ro grad • u = — [u rot ro], ro grad - o = — [o rot ro]. 
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XgO AbleitaDgeu der EiDheitsrektoren. 

Mit Hilfe der Formeln S02 können wir diese Ableitungen etwas i 
fachen: es wird 

316 V grad • ü = ^ -^ ^y-[ü\v grad 1"]] = tt -^ -^ 

so daß wir fUr die neun Ableitungen folgende Tabelle erhalten : 

3b /^ 'i du , ^ -i dv\ d* ^ 1 dv 

d» _^j_a_F 3» -_/'M_Lü:_i_n^ 

du ~" r dr Tv~ V w dw "•"" D 

3«- "■" F 3w 

3» _ 1 a»' 

3w ~" r 3w 

air , ^ 1 an 






Diese Richtungsabteitungen in der Form 316 und 317 sind vonF. Emde*) 
angegeben worden. 

Wir wollen jetzt die geometrische Bedeutung der Gleichungen 316 
und 317 untersuchen. Wir betrachten zuerst eine Fläche u = const. u ist der 
Hormalenvektor dieser Fläche. Die Normalen in zwei beliebigen benachbarten 
Punkten der Fläche brauchen sich nicht zu schneiden, weil sie im allgemeinen 
windschief zueinander sbd. Ganz anders verhält sich die Sache, wenn diese 
benachbaiten Punkte der Fläche auf einer v-Linie oder auf einer ro-Linie eines 
orthogonalen Koordinatensystems u, v, w liegen. P und P seien z. B. zwei 
benachbarte Punkte einer n-Linie, die durch die Radienvektoren 

X{u, V, k) und t(«, V + d«, w) = r + -f^elv = r -f- Vdv 
definiert sind. Der Normalenvektor im Punkte P sei u, der Normalenvektor 
im Punkte f sei u + 'Tv'^^' ^'^ Strecke PP ist gleich und parallel dem 
Vektor 

r(«, V + dv, v>) — r{u, v,w)=x> Vdv. 
Wir sehen sofort, daß die Normale in P in der durch u und PP dehoienen 
U, V-Ebene liegt, denn es ist 



(" + #''•) ["] = 



*) Auszüge aus Maxwells ElektriziUt und Magnetismas, I91Ö, Formelsamm- 
lang S. 175, 179. Siehe aacb G. Darboni, LefOna sur les sjet^tnes orthogonani 
et les ooordonD^ carrilignes. Paris 1910, S. 190, Gleichang D. 
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§ 34 Drehnng dei Dreikautos u, d, ni. X81 

weil doch, nach 317, -j— parallel zu n ist. Zwei benachbarte Normalen auf 
einer c-Linie sind also nicht windschief, sondern sie schneiden sich in dem 
KrümmuDgsmittelpunkt des durch diese Normalen parallel zu n geführten 
Normalscbnittes der Fläche (Fig. 46). Man sieht also: die Flächennonnalen in 
allen Punkten einer n-Linie haben eine Enveloppe, den geometrischen Ort der 
Krümmungsmittelpunkte aller zu den Vektoren n parallelen Nomialschnitte auf 
den Punkten der t>-Linie. Dieses ist eine charakteristische Eigenschaft der 
KrflmmuDgslinien einer Fläche. So erhalten wir den Dupinschen Satz: 
Die Schnittlinien der Flächen m = const., v = const., w = const. sind 
die Krümmungslinien dieser Flächen, wenn 
die krummlinigen Koordinaten u, f, IC Ortho- _ 

gonal sind. 

Eine andere interessante geometrische Deu- 
tung lassen die Gleichungen 312, 314 und 315 zu. 
Wir betrachten das in jedem Punkt P aus den 
Vektoren u, x), ro gebildete Dreikant (Fig. 45 S. 176). 
Wenn sich P auf einer beliebigen Kurve bewegt, 
so bewegt sich das Dreikant wie ein starrer 
K9rper, das heißt, seine Bewegung besteht aus 

der Translation parallel zu dieser Kurve, Terbuoden mit der Rotation des 
Dreikantes um eine im allgemeinen Tariable, durch P gehende Drehachse. 
Eine solche Bewegung haben wir schon in § 18 fUr das begleitende 
Dreibant t, n, b der Feldlinien untersucht und wir haben dort gesehen, 
daß die Drehachse immer senkrecht zu der Hauptnormale dieser Linien 
ist. Betrachten wir jetzt die Bewegung des Dreikants u, n, ni auf einer 
u-Linie, so sehen wir, daß hier der Vektor u der Kraftlinientangente t 
entspricht, daß aber d und m im allgemeinen nicht der Hauptnormale 
und der Binormale der u- Linie parallel sind und daß der Winkel, den 
t>, ni mit n, b bildet, sich im allgemeinen ändert, wenn die beiden Drei- 
kante an der u-Linia entlang gleiten. Es kann also das Dreikant u, v, td 
eine andere Drehung um die U-Achse besitzen, als das Dreikant t, n, t) um 
die t-Ächse. Wir wollen beweisen, daß das Dreikant u, D, It) bei der 
Bewegung längs einer u-Linie keine Drehung um die it-Achse 
ausfuhrt, es dreht sich also in jedem Punkt um die Binormale der 
U-Linie: Bezeichnen wir mit g den unendlich kleinen Winkel, um den 
sich das Dreikant um die augenblickliche Drehachse c dreht, wenn der 
Punkt P auf einer u-Linie um Udu vorrückt, so erleidet jeder mit dem 
Dreikant fest verbundene Vektor 
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die Ändenmg 

> [cej. 

Dabei sind die Projektionen Cm,C,, Cm Konstanten. Die Ändenmg Ton 6. 
angerechnet auf das Vorwärtsschreiten am eine (unendlich kleine) 
Längeneinheit längs der u-Linie, wird dann gleich 

ugnid-6 = [b-6]. 
wo 

Ersetzt man den Vektor S durch u, n oder m, so erhält man 

u grad • u = [bo u], u grad • o = [)>. u], u grad • m = [b. w]. 
Vergleicht man diese AnsdrQcke mit den entsprecbeodeD in 312, 314 and 
315, so erhält man den Drehungsrektor b. als 

318 b, = rot u = — -|^ [u grad U], 

nnd rot u ist tatsächlich parallel za der Binormale der u-Linie. Das 
Dretkant dreht sich nicht um die Tangente der u-Linie. Der Betrag 
Ton rot u ist gleich der KrOmmnng kn dieser Linie, was ja, da die 
Drehung um die Binormale erfolgt, der Definition der Erflmmung ent- 
spricht. Damit ist aber nicht ges^^, daS die u-Linie keine Windung 
haben kQnnte. Denn das Dreikant I = u, n, b kann sich sehr wohl auch 
um u drehen. 

In ähnlicher Weise erhalten wir die Drehungsvektoren t), und br 
beim Verschieben des Dreikants längs einer n-Linie oder tD*Linie: 

319 b, = rot 0. 

320 b«=rotiD. 

Bei einer Verschiebung in der Richtung eines beliebigen Vektors 

9 = B«u + B,D + B.H) 
wird dann die Änderung des mit dem Dreikant u, v, m fest rerbundenen 
Vektors S: 

821 aj grad • 6 = [(B» rot u -\- B, tot v -\- B„ rot n>) 6]. 

Wenn aber ein Vektor 

auch relativ zu dem Dreikant veränderlich ist, so sind die QrSBen A^, 
Ar, Ah Funktionen von u, r, w, und man erhält 
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Diesen Ausdruck kann man auch mit Hilfe der Formeln 317 ansfQlirHch 

berechnen und erhält 

328 Uu grad • 5( = -||- 



+ n>(- 



dAw _ At. dV\ 
dte)- 



Ganz analog findet man die Ausdrücke für -j— und -j—. 

Alle bis jetzt gefundenen Ausdrucke fQr die ersten und zweiten Ab- 
leitungen der Ortsfunktionen kann man such in der Weise finden, daB 
man den Differentialoperator V >n der Form 

darstellt und die zu differenzierende Qröße symbolisch mit diesem Aus- 
druck multipliziert. (Vgl. hierzu auch S. 81, Aufgabe 64 und S. 174, 
Gleichung 300.) Bei der Bildung der zweiten Ableitung mufi mau aber 
berücksichtigen, daß die Vektoren u, d, id, die in dem Operator V' vor- 
kommen, variabei sein kfinnen. Man erhält desw^en, wenn man die 
Formeln 317 für die Ableitungen dieser Vektoren berücksichtigt: 



-ül^ + ^-TT^ + ^'WJ^ 



rw d ^ wu d aC"'' 



"TS ^ dv 



- + - 



Derselbe Ausdruck fl)r V' folgt auch aus der Fonnel 308, S. 178. (Vgl. 
hierzu auch S. 120, Gleichung 180a.) 

Aufgabe 127. Unter Benutzung der Formel 
204 8i grad dt = dT diT Sr (dt Volumelement) 

zeige man, daß die Formeln 303 auch bei nichtorthogonalen krumm- 
linigen Koordinaten u, v, w gültig sind, wenn nur das Produkt u u n> 
konstant bleibt. 

Aufgabe 128. Man berechne dir S als Funktion der Ableitungen 
der Projektionen von % in zylindrischen und in sphärischen Koordinaten. 

Aufgabe 129. 

a) Man beweise den Satz: Wenn die orthogonalen krummhnigen 
Koordinaten u, c, u> der Laplaceschen Differentialgleichung genflgen, 
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80 kann der Operator V* in der Form 

Rusgedrflckt werden. 

b) Htm wende diesen Satz auf den Fall an, dafi 
tt = z, y = In p, w = f, 
wo ü = tv, p* = [tty, t ein konstanter EinlieitsTektor und (p der Azimut- 
winkel der durch die Achse [ft] = gehenden Meridianebenen ist 

Aufgabe ISO. Wie mOssen die krummlinigen Koordinaten u, v, w 
als Funktionen der spl^rischen Koordinaten r, S, f beschaffen sein, da- 
mit die Gleichungen 

V'« = V*« = 7*«' = 
bestehen, unter der Voraussetzung, daß die Flächen u ^ const-, v = const., 
te = const. mit den Flächen r = const., 6 = const., cp ^ const. Ubereiu- 
stimmen? 

LOHungen der Aufgaben des zweiten Teils. 

S. 57. Aufgabe 46. Aus dieser Gleichung folgt, daß fUr jeden 
Wert Ton t der Vektor d^ parallel ist zu 9. Die Richtung von 91 bleibt 
ungeändert. 

Aufgabe 47. Das skalare Produkt 919 ist eine Funktion von x, die 
fflr a; = a;, und x = x^ gleich Null wird. Folglich muß auch ein Wert a/ 
von x existieren, x^^j/ ^ x^, für den die Ableitung dieser skalaren 
Funktion gleich Null wird (Satz von Rolle), was auch zu beweisen war. 
Aufgabe 48. Es gilt fDr einen beliebigen Vektor 9(: 
%* = Ä\ 
Differenzieren wir beide Seiten dieser Gleichung, so erhalten wir, unter 
Benutzung der Formel 87 für die Differentiation eines skalaren Produktes: 
2^d% = 2AdA. 
Aufgabe 49. Aus ^'^^"^ "' = folgt, daß 91 + 9 = 6, wo 6 ein 
konstanter Vektor ist. Da aber die Richtung von 91 konstant ist, so wird: 

[9ie]» = at'S» sin »(a, O = const. 91*. 
Folglich, unter Berücksichtigung von [316] = [91(91 + S)] = [9191, 

[9191« = const. 91', 
was auch zu beweisen war. 



,y Google 



S. 63. Aufgabe 50. a) Wir nehmen zuerst an, daß r als Funktion 
der Bogenlänge s gegeben ist, und erhalten 



Fohren wir jetzt zur Abkürzung die Bezeichnungen ein: 
dt , d*t „ de , 

~d^ ^ ^' d^ ~ '^ '• "d^ ~ * ^^""-i 
so wird 

, dt _ dt ds f 

^ ~ da ~ dg da "~^* ' 

t" = —■ = ts" 4-1'/=: ts" + ks" n, 

:"' = — = ts'" + n{{s's"+2i/s")Jc + »'**') + (- At + xb)s'»Ä. 

Hieraus folgt 

tW" = + «'«i^xlnb = + y«ft'x, 

und 

[x't'r ■ 

FUr a = « vereinfacht sich diese Formel zu 
dl d't d*t 
ds ds' ds' 



weil 

/ d't y_ r dt d't i« 
WsV " L d« ds*} • 

Wir sehen, dafi jede ebene Kurve die Bedingung 

d« da' d«' " 
erfQllen mufi. Diese Bedingung ist auch hinreichend, um behaupten zu 
können, daS die Eurre eben ist, weil die Ebene 

mit einem beliebigen konstanten Vektor 91, ein Integral der Differential- 
gleichung -^ -j^ -j^ = ist: differenziert man nämlich die Gleichung 
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der Ebene dreimal nach a, so erliält man 

Die hinreichende und notwendige Bedingung dafQr, daB der Vektor 31 Ton 
Null Terschieden wird, "t -§^ |^ |^ = <>■ (Vgl- S. 9, Aufgabe 9.) 

b) Wir entwickeln den Radiusvektor [(s + 2s) nach der Taylor- 
schen Formel 92: 

/ , » \ 1 » , «ir . , d't (8s)' _, d't (8«)' , 

t(s + 5s) = t + Sr = r+-g^6s + ^-j^H-^-p^ + ..-: 

Hieraus, unter Berücksichtigung der Werte Ton -jt-i -jrf , 

1. Durch skalare Multiplikation mit t erhalten wir die Projektion 
Ton 5r auf t: 

t8r = t*Ss + (8Ä)»0--) = 8s. 
Unter Vernachlässigung unendlich kleiner CtrSBen höherer Ordnung ist 
15t| = 8s. 

2. Durch skalare Multiplikation mit n erhalten wir 

n»t = n'-i\(8s') + (!»)■{■■■) = -|-*(8»)'- 

3. Durch skalare Multiplikation mit b = [tn] erhalten wir 

Aufgabe 51. 

a) Differenzieren wir den Radiusvektor nach der Bogenlänge s, 
so wird; 

dt ^ 1 r «^CT 



d't , r (I'H 1 



und folglich tnt = a, nm = 0, Die Tangente der Kurve bildet einen 
konstanten Winkel mit m, ihre Hauptnormale ist senkrecht zu m. Dif- 
ferenziert man nach s die Qleichung n m = 0, so wird 

= "■■rf^^ — imt + xmb. 
Da aber (mb)* — 1 — a* = const., so wird auch das Verhilltnis — kon- 
stant. Dieses ist eine charakteristische Eigenschaft von Schraubenlinien. 



,y Google 



Die untersuchte Kurre Ist also eine Schraubenlinie, getn^en von einem 
Zylinder [rm] = [[mS]nt], dessen Erzeugende paraUet zu m sind. Die 
Projektion des Radiusvektors auf die Erzeugende ist eine lineare 
Funktion der BogenUinge, xm. = as. Auch die Gleichung m ^^ = const. 
ist fDx die Schraubenlinien charakteristisch; sie besagt, daB die Kurven- 
tangente mit der festen Richtung von iti einen konstanten Winkel bildet. 
b) Da der Radiusvektor der Kurve eine lineare Funktion des Para- 
meters a ist, so ist diese Kurve eine Gerade. Für a = und a = 1 geht 
diese Gerade durch die Endpunkte der Radienvektoren r = 9 und r = 9(. 
Wir erhalten 



i-iir- 



'"—da da ~* rfa' 
= 21» -2318 + ©-, 

= [a-a3|a + con3t. 



An%abe 52. 

a) Ist T = 91 cos (ü f -|- B sin mt, so wird die Geschwindigkeit 

33 = - atw sin at + »w cos tat 

uod die Beschleunigung 

@ = — w«r. 

Die Kurve ist eine Ellipse mit den konjugierten Durchmessern 2% 
und 2». 

Ist t = 91 Sof <af -|- 8 Sin <a<, so wird die Geschwindigkeit 
33 = 9(0. Sinü»( + a3(ü6o| (*( 

und die Beschleunigung 

® = + w»r. 

Die Kurve ist eine Hyperbel mit den konjugierten Durchmessern 2 % 
und 2 ». 

b) Die Differentialgleichung der Bewegung wird 

d'r , dt , -, ,, 

'"-dF + '-sr + '-' = ''- 

Das ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, nur ist die 
Unbekannte kein Skalar, sondern ein Vektor. Wir versuchen diese Dif- 
ferentialgleichung mit einem analogen Ansatz, wie fQr eine skalare Dif- 
ferentialgleichung zu integrieren, indem wir setzen: 
r = 9le^ 
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wo 91 ein willkürlicher konstanter Vektor und c = 2,7128 ... ist. Dann 
erhalten wir durch Einsetzen dieses Wertes in die Differentialf^leichung : 

91(«»T* + «T + >') = 0. 
Die Wurzeln dieser charakteristischen Gleichung liefern zwei Werte fUr f. 



_ -a+V/tt'-4wiX _ -i»-V/a'-4»lX 

'»~ 2m ) T» — 2OT 

Man erhält hieraus das allgemeine Integral der Bewegungsgleichung 

Nehmen wir an, daß a = 0, daß also keine Reibungskraft vorhanden ist, 
so werden beide Wurzeln f rein imaginär, so daß das Integral in trigono- 
metrischer Form dargestellt werden kann: 



= ai, cos iZ-A- ( -I- g, sin l/-^*. 



Die Vektoren SI^ und 3, werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt 
Wenn r« ^^^ Anfangsli^e und ^^ die Anfangsgeschwindigkeit des mate- 
riellen Punktes ist, so erhält man: 

r, = r,=o = a, 
und 

Der materielle Punkt beschreibt also eine Ellipse in ungedämpften Schwin- 

Ist a > 0, aber a*<4mX, so kann man setzen -i^- — ^ ~'' =m 
und erhält eine gedämpfte Schwingung 

r = e-T!^*(9l cos ü>( + S sin ott). 
Für a ]> 2 l/niX wird der Vorgang aperiodisch, indem der materielle 
Punkt ohne Schwingungen, nach einem Exponentialgesetz gegen den 

Anziehungspunkt strebt. Man erhält dann, mit - „ = f, 

r = e- ^ ' l'Ä 6of T( + 8 Sin t'}. 
Für den Grenzfall a = 2 [/mT wird schließlich 

t^e"V4-' (31+80 
oder, unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen, 
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S. 70. Aufgabe 53. 

a) Man erhält: -g— = — i sin « + j cos m cos r + ^ cos m sin r, 

-g— = — j sin w sin r + ' sin tt cos r, 

df = dudr|-g---2--| = ('*i°"'^^** + i8''* *wcos r + (8in *wsinr)rftirfr 

l^^f I = l^sin *ududr . 
Die Gleichung stellt eine Kugeloberßäche dar; die Surren t4 =: const. sind 
Parallelkreise dieser Eugeloberäftcbe , die Kurven v = const. sind die 
Meridiauhreise. 

Uan kann jf^fj auch in folgender Weise berechnen: 

^=(-|^)'=>. ^=j^»- «=(-|f)'=»i-«. 

|df [ = dudr V EG-F* = [/sin ^ududv. 

b) Man erhält: 

j'= ca + 2w» + trg) (2«a + as + mG), 

(? = {2r3t + » + «S)», 

df=rf«Är{[ä33](l-4«(;)+[86](2a»-r) + [6a](2r*-«)}. 
Die Linien u ^ const. und v = const sind Parabeln , die Fläche ist ein 
Paraboloid. 

Aufgabe 54. Die Parameter der Fläche sind hier die Eoardinaten x, y. 
Die Parameterlinien sind die Schnittlinien der Fläche durch die Ebenen 
X = const. und y = const. Man erhält 




D. 


= l/i-G 


- f : 


L = 


3t dt 


TP 


[/EO-- 


^ ■ 


M- 


» 





i/r+p'+9 



N = 



\/i + p*+q^ ' |/f 



,y Google 



rdx* + 2>iilxdy + tdy^ 



' ^l+p' + q' (1 +p*)dx'+2pqdxdi/+ [l + q')dy' 
^d^dy_ 
dy ds 



\d8 1 dy ds \ ds / 



\/\ + p' + q' 

Aufgabe 55. f hat denselben Wert fQr alle durch K begrenzten 
Flächen, folglich auch fUr die durch K begrenzte ebene Fläche. Es 
ist also der Betrag von f gleich dem Inhalt dieser ebenen Fliehe, und 
seine Richtung parallel zu der Normale b der Ebene von K. 

Aufgabe 56. Der Ausdruck -^ räf ist, abgesehen vom Vorzeichen, 
gleich dem Volumen eines kleinen Kegels, dessen BasisSäche nach Größe 
und Richtung gleich dem Flächenelement df der gegebenen EOlle ist, 
und dessen Spitze sich im Bezugspunkt des Radiusvektore befindet. 
Zwei Fälle sind zu unterscheiden: Wenn der Bezugspunkt des Radius- 
vektors sich im inneren der gegebenen HUlle befindet, so haben alle Aus- 
drücke -ö- id^ dasselbe Vorzeichen, und ihre Samme ist gleich dem ein- 
geschlossenen Volumen v. (Der Leser zeichne eine Figur dazu.) Wenn der 
Bezugspunkt sich außerhalb des von der Hülle eingeschlossenen Raumes 
befindet, so werden die Produkte -ö- t d f verschiedene Vorzeichen haben, 
je nach dem Winkel zwischen t und df, ihre algebraische Summe wird 
aber wieder gleich dem von der Htllle eingeschlossenen Volumen. (Der 
Leser zeichne eine Figur dazu.) 

Aufgabe 57. 

*^ "äü" LtiT Tw^J'^" ''*' ''"' '^' das Volumen eines Parallelepipeds, 

das von sechs Flächen begrenzt ist: « = c,, m = c, -f- a, r = c,, « = c, + p, 
w = Cj, «J = Ca + Ti wo " = du, p = dp, Y = rfw und Cp c^, c, drei Kon- 
stanten sind. 

b) Die Determinante ist nichts anderes als -s — I -g s — 1 in Kom- 

ponentendarstellung. 

Aus der Analysis ist bekannt, daß ^ - ' ' ^ eine hinreichende 
und notwendige Bedingung daftlr ist, daß die drei Funktionen x, y, s von- 
einander unabhängig sind. Ist nfurici ~ **' ^^ ^'"^ '" J^^*"' Punkt 
0t 3r 
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vektots eine Fläche beschreibt. Das ist die geometrisclie Deutung dieser 
Eigenschaft der Funtctionaldeterinin&nte. 
8. 77. Aufgabe 58. 
Die Gleichung der Tangestialebene ist: 
(W - r) grad tp = 0. 
Die Gleichung der Normale ist: 

im - r) grad f] = 0. 

Aufgabe 59. Der Abstand zweier benachbarter Flächen f = const. 
ist umgekehrt proportional dem Betrag des Gradienten von f. Da aber 
(grad ?)*= const., so haben die Flächen in allen Funkten den gleichen 
Abstand oder, was dasselbe ist, sie sind parallel. (Ihre orthogonalen Tra- 
jektorien sind gerade Linien.) 

Aufgabe 60. Wir setzen ip = [ci]* uod betrachten fOr den Augen- 
blick r als Funktion eines skalaren Parameters. Wir bilden das Diffe- 
rential Yon f : 

d<e = 2[cr] [cdr] = 2[[ct]c]rfr = dr grad tp. 
Diese Gleichung gilt fUr eine beliebige Verschiebung dv, folglich ist 

grad f = 2[[ct]c] = 2{r- c • rc). 
Die Flächen [cr]^ = const. sind konaxiale Zylinder, deren gemeinsame 
Achse die Gerade [ci] = ist. Bezeichnen wir den Zylinderradins mit p, 
so ist f = [er]* = p*, 

grad 9 = 2 p grad p, | grad p | = 1. 
In jedem Punkt ist grad p parallel diesem Radius. (Der Leser zeichne 
eine Figur dazu.) 

Aufgabe 61. Die Niveauflächen sind die Meridianebenen f = const. 
Der Gradient ron cp ist also senkrecht zu diesen Ebenen gerichtet, im 
Sinne der wachsenden ip. Wir setzen p = \[ct]\ gleich dem Abstand des 
Aufpnnktes toq der Achse [c t] = 0. 

Bei einer Verschiebung [c r] d<f, senkrecht zu der Ebene y = const., 
ändert sich der Azimutwinkel um df. Es wird also nach Größe und 
Richtung : 

gradT = ^. |grad?l=y. 
(Der Leser zeichne die Figur dazu.) 

Aufgabe 62. Nach der Definition von grad f gelten die Gleichungen: 

■|^ = m grad 9, ^ = ngrtiäf, fj = p grad «p. 
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Hiersas folgt (§ 7, 22): 

Nun bemerken wir aber, daß 

_., = [np] _/ ^ [Pw] j,/ ^ ["■"] 
mnp ' mnp ' ' mnp ' 

die zu m, n, p reziproken Yebtoren sind, und erholten 

Sind die Einheitsvektoren m, it, p im ganzen Feld konstant und parallel 
zu den Achsen Ox, Oy, Oz eines Koordinatensystems, das auch schief- 
winklig sein kann, ao wird f eine Funktion der Koordinaten x, y, 2, 
und die Bichtungsableitungen von 7 werden den partiellen Ableitungen 
nach den Koordinaten gleich sein: 

9y _ 3t 8y __ df 9y _ 3f 

so daß 

gr.dT = m'jf + n'|j- + ^|f-. 

S. 81. Aufgabe 63. Für ein Volumelement dv haben wir nach 
Formel 129: 

Sfd\ = grad fdv, 

wo das Hflllenintegral Über die Oberfläche dieses Yolumelementes zu neh- 
men ist Solche Oleichungen können wir fUr jedes Volumelement bilden 
und dann die linken und die rechten Seiten dieser Gleichungen addieren. 
Rechts erhalten wir das Yolumintegral Tgrad fdv, Unks die Summe 

der Hullenintegrale Über die Oberflächen aller Volumelemente. Diese 
Summe ist gleich dem Hallenintegrat Ober die Oberfläche des Gesamt- 
volumens. Der zu beweisende Satz ist somit abgeleitet. Es muß aber f 
eindeutig, und f und grad f stetig sein. (Vgl. S. 79.) 

Aufgabe 64. Unter Berflckaichtignng der Aufgabe 62 erhält man 
den Ausdruck: 

Aufgabe 65. a) Wir benützen die Formel der Aufgabe 63 
£cv • Äf = fdv grad (er). 

Es ist aber grad (er) = c, denn, fQr eine beliebige Verschiebung dx, ist 
rf{cr) = grad (cr)dr = tdx. 
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r 
wo V dos Ton der Hulle begrenzte Volumen ist. 

b) Dieses Integral ist gleich dem skalaren Produkt des vorher- 
gehenden Integrals mit dem Einheitsvektor c. Es ist also 

Nimmt man die Achse Oe eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
paralUl zu c, so wird tx = z, td\ = dxdy und 

fcfcd^=ffedxdy=V, 

was aus der Integralrechnung bekannt ist 

c) Wenn man dieses HQllenintegral skalar mit c multipliziert, so 
erhält man, nach b), cS t • cd^ = £ cd^ • cx = V. Wählt man als 
Hulle einen geraden Ereiszylinder, dessen Erzeugende parallel c sind, so 
wird das gesuchte Integral parallel c. Bs man aber jeden Raum in eine 
Anzahl solcher Zylinder zerlegen kann, so wird für eine beliebige Hfllle 

fcdi • r = t r. 
Aus a) und c) folgt, daß 

^cdf • x= wcx • d\. 
Es wäre aber falsch, daraus zu schlieflen, dafi auch für einen beliebigen 
Tariabten Vektor 9t die Gleichung 

gelten mnfite (rgl. Aufgabe 92, S. 118). 

d) Es ist Lcdf][cr] = c»-dft- cdf-ct = dft- cdf-cr. 
Da aber, nach Aufgabe 56, £d^x = 3 T ist, so folgt: 

ficdf] [er] = /df t - ^cdf - er = 2 F. 

8. 84. Aufgabe 66. c grad • t ist definitionsweise die Änderung 
Ton r bei einer Verschiebung um eine Längeneinheit in der Richtung 
von c. Es ist also 

C grad • r = c. 

Aufgabe 67. t grad • t ist die Änderung des Tangenteneinheitsrek- 
iors t bei der Verschiebung des Aufpnnktes in der Richtung tos t. Längs 
der* durch diesen Aufpunkt gehenden Kurve ist der Radiusvektor eine 
Funktion der Bogenlänge s der Kurve und folglich ist 
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(Vgl. Formel 98, S. 58.) 

S. 89. Aufgabe 68. Wir betrachten eineti Punkt P, im Felde 
des Vektors XSt. In diesem Punkt sei X = Xj, 91 = 3li. Dann können 
wir schreiben: 

X9i = x,3n- xati + (>■ - >>i) (at - 31.) - K%- 

Wir bilden die Divergenz beider Seiten dieser Gleichung und erhalten, 
da Xj und 3, konstant sind, unter Berücksichtigung von 138, 139, 

div \% = X^ diT SK + ait grad X + diy (X - X,) (31 - 3,) - div X, %. 
Die Divei^enz des konstanten Vektors X^ %, ist Null. Bilden wir zur 
Berechnung von div (X — X,) (M — ä,) ein Httllenint^fral auf einer un- 
endlich kleinen, den Punkt P^ einsch ließen den FUche, eo bemerken wir, 
daß (X — X^) (9 — all) auf dieser Fläche unendlich klein, mindestens von 
der OrÖßenordnung des Quadrates der linearen Dimensionen der Htlll& 
wird. Das HUUenintegral wird also uuendlich klein von der vierten Ord- 
nung und sein Quotient mit dem eingeschlossenen Volumen, das unend- 
lich klein von der dritten Ordnung ist, verschwindet. 

Es bleibt also für den Punkt P,: 

div Xat = Xj div a 4- 91, grad X. 
wo auch in divX9[, div 91, gradX zu setzen ist: X = X^ und 91 = %,. Da 
wir keine Voraussetzungen Ober den Punkt P, gemacht haben, so gilt 
diese Beziehung für einen beliebigen Punkt P: 

diTX9l = Xdiv9l + 9lgradX, 
was auch zu beweisen war. 

Schreibt man diese Formel mit Benutzung des Differential- 
operators V: 

VX9t = Xv9l+9tvX, 

so sieht man die formale Ähnlichkeit bei der räumlichen Differentiation 
eines Produktes von zwei Ortsfunktionen mit der gewöhnlichen Differen- 
tiation des Produktes von zwei Funktiouen einer skalaren Variablen: 
Wenn X und 91 Funktionen einer skalaren Größe t wären, so hätte man 

Aufgabe 69. 

a) Ans der Formel der Aufgabe 56, SdU = 3 V, folgt sofort, daß 
div r "= 3 ist. Das kann man auch analytisch sehen. Wenn man , in 
Koordinatendarstellung, 

r = ij; + j.v + t« 
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Gchteibt, so erhalt man nach Formel 141, S. 
div t 



dx , dy , dz 

J^+ Zy -T Zz 



Unter BerOcksicbtigung der Aufgabe 68 kSnnen wir schreiben: 

div (c • rc) = rt diT c -)- c grad (rc) = + c' = c*. 

diT[c[tc]] = (liv(c*'t) — diT(C' tc) = 3c*- c' = 2c». 

Wenn c* ^= 1 ist, so wird: 

1. div (c • rc) = I. c • re ist gleich und parallel der Normale der 
Ebene et = 0. 

2, dir [c [r e]] = 2. [c [r c]] ist gleich und parallel einer Normale 
der Geraden [et] = 0. 

S. diT r = 3. 

b) Wir haben 

diT ij, = div ~- = — div r + t grad (~) ■=— ^ grad r; 

nun ist grad r = -^ = 'o (^gl- Formel 127, S. 77), 30 daß 

c) Nehmen wir in einem rechtwinkligen Koordinatensystem Oxyz 
die Achse Ob parallel zu c, so können wir, in Koordinatendarstellung, 
schreiben 

) ( 

= i!(-is( + ji) 



[er] =00» 

xy t 

und folglich, nach Formel 141 



aKcr] = «(-|| + |f) = o, 

weil doch X, y, z voneinander unabhängig sind. 

Wir werden später sehen, wie man die Divergenz eines Vektor- 
produktes ohne Zerlegung in Komponenten ausrechnen kann. 

Femer, wenn X eine beliebige Funktion von p = |[cr]| ist, so 
wird auch 

div X [c r] = X div [er] + [e r] grad X = 0, 
weil 

d) Es ist 

div (p r = f div r + t grad ip = 3 y + r grad tp. 
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Da aber, nach Aufgabe 61, 

gradT=^, 
so ist 

diT fx = 3f, 

genan so, aLs ob 7 eine Konstante wäre. 

Aufgabe 70. Das Hflllenintegral Um — S^tli • % bat einen von 

der Form der HflUe unabhängigen Grenzwert. Der Beweis dieser Be- 
hauptung wird in derselben Weise geführt wie bei der Definition 
von 77. Wir können also fUr die Hulle einen geraden Ereiszylinder 
nehmen, dessen Erzeugende die unendlich kleine Höhe h haben und 
parallel zu 9 gerichtet sind. Die (Grundflächen, Tom Ereisinhalt df, 
haben ihre äußeren Normalen, die eine gleich, die andere entgegen- 
gerichtet zu 3. Das Volumen dieses Zylinders ist dann v=:kdf. (Der 
Leser zeichne eine Figur dazu.) Der Feldrektor möge auf der einen 
Grundfläche den Wert %, auf der anderen den Wert ä + ä -st- haben, 
wo -TT- die Ableitung von "& nach der Richtung von 33 bedeutet Die 
Hantelfläcbe des Zylinders liefert keinen Beitrag zum Hüllenintegral, weil 
hier S(lf = wird. Die beiden Orundfl&chen des Zylinders liefern den 
Beitrag : 

Bd/ (a-l-A If - ä) = Bhdf^ = p» grad ■ 31, 

wo B der Betrag von S ist (vgl. S. 82). 
Folghch wird: 

Um -^ ^»rff • 9( = » grad • % 

was auch zu beweisen war. Man kann diesen Ausdruck auch in der 
Nablaform schreiben: 

8grad.ä^»V-a. 
Wir sehen , daS in dieser Bezeichnungsweise der Difierentialausdruck 
9V ' 91 ebenso aus S&, 3[ und V, wie der Integrand des HoUenint^^als 
aus S, 91 und d^ zusammengesetzt ist. 
Aufgabe 71. 

a) div ^ (r) t = 5^ (r) + x grad ^ (r) 

= 31- (»-) -K t ^ gi^d r = 3* (r) -^ r-||-. 

b) Aus S^-\-r-^=0 folgt ^r' = con3t. 
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Die Divergenz eines in jedem Punkt za Iq parallelen Tekton ist 
alao nur daan gleich Null, wenn der Betrag des Vektors umgekehrt pro- 
poitional dem Quadrat des Abstandes vom Bezugspunkt ist. 

Aufgabe 72. Nach Formel 18, S. 15 kann man jeden Yektor 
in seine Komponenten nach den Richtungen der drei Binheitsvektoren 
in, n, p zerlegen: 

a = m • m'a f n - n'a + p - p'31. 

Um die Divergenz dieses Tekton zu erhalten, genflgt es, ihn mit dem 
Operator 

^ = "' -^ + "' TX- + •l^ Tf 
symbolisch zu multiplizieren. Da aber m', n^ / die zu m, n, p rezi- 
proken Vektoren sind, so wird: 

diva = va( = (m'g|^ + n'^+/-^)9l = m'||-+«'4J + p']f 

— g y »' _|_ 9 (WM) , ^ly«) 

Im ■" 3n '' dp ' 

8. 92. Aufgabe 78. Aus Symmetriegrfladen wird die Tempers- 
tnr d auf allen konzentrischen Kugeloberfl&cheo konstant bleiben, 9 wird 
also eine Funktion von r allein. Der Vektor der Wärmestromdichte 
wird 

@ = a grad » = a -^ grad r=a-j^—. 

Da sich im Inneren des KSrpers keine Wärmequellen befinden, so wird 

d.v@ = = odiv(-^r„) oder —-^ + -^^ = = 1-« j^ 

Folglich wird 



Aufgabe 74. Aus Sjmmetri^prOnden wird * Funktion von p = |[cr]| 
allein. Der Vektor der Wärmestromdichte wird 

„ d* , a d» r r nl 

denn m ist, nach Aufgabe 60, 

2p grad p = grad p* = grad [er]* = 2 [c [r c]]. 
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Da lieh im Inueren des ESrpers keine Wärmequellen befinden, so wird 

dit @ = 0. 
Wir setzen— -j — =/(p) nnd suchen /(p) so zu bestimmeD, daB der 
Vektor @ quellenfrei wird. Wir erhalten: 

div/(p) [c [r c]] =/(p) di7 [c [t c]] + -äf [c [r c]] grad p 

= 2/(P) + ^^[c[tc]]' = 2/+p^ = 0. 

(Nach Auff^be 69b ist diy [c [rc]] = 2). 
Es folgt hieraus 

SO daS 

# — #,, ^ const. In — , 

" Po 

wo Po die Entfernung darstellt, fQr die # = d,, ist. 
8. 96. Aufgabe 75. 

a) Die resultierende Kraft ist (r, — t) + (r — tj) = r, — t,, sie ist 
konstant, so daß die Kraftlinien parallele Geraden sind. 

b) Wenn beide Kräfte abstoßend sind, wird die resultierende Kraft 
gleich : 

(t - t,) + (t - t.) = 2 (t - i±i-).- 
Die Differentialgleichung der Kraftlinien wird 

[(,_ 3-.) ,,] = „ = [(, __.^) . (.-ij^)]. 

Die Kraftlinien sind gerade Linien, die sich alle in der Mitte zwischen 
P, und P, schneiden. Wenn beide Kr&fte anziehend sind, haben die 
Kraftlinien dieselbe Form. Ein materieller Punkt ohne Anfangsgeschwin- 
digkeit wird in einem solchen Kraftfelde Schwingungen ausfahren auf 
einer Geraden, die seine Anfangslage mit dem Punkt ' „ * rerbiodet. 

Aufgabe 76. 

a) Wir haben im Text gesehen, daß die Feldlinien dieses Vektors 
konaziale Kreise sind mit der gemeinsamen Achse [er] =^ 0. Wir wählen 
als EraftrShren konzentrische Hohizjlinder mit derselben Achse, und be- 
grenzen sie einerseits durch die äquidistanten Normalebenen 

rc = a, rc = a-|-A, rc = a-f-2Ä, ..., 
anderseits durch die Zylinder 

rtcl' = p,', [rc]' = p,', ...[tc]> = p.'. 
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Wir mfissen jetzt die BadieD p^ p,, . . ■, p. so wählea, daß alle Eraft- 
röhren denselben Flufi haben. Wir betrachten die KraflrSlire , die be- 
grenzt ist von den Ebenen rc = a, rc = a + A und den Zylindern [rc]' 
= p*»-i, [tc]' = p»*. Einen Meridianschoitt dieser Kraftröhre teilen wir 
in Flächenelemente ein von der Höbe h und von der Breite dp. (Der 
Leser zeichne eine Figur dazu.) Da der Vektor [c r] zu jedem Meridian- 
schnitt senkrecht ist, so wird der Flufi durch ein solches Flächenelement 
gleich hpdp und der gesamte Fluß der Kraftröhre 



hjpdp^~-(p,* 



■ P'-i). 



Wir werden also die Radien p,, p„ . . ., p. so wählen, daß die Differenz 
der Quadrate zweier aufeinanderfolgenden Radien konstant wird, und 
diese EoDstaute setzen wir gleich eins: p»* — p*n~i = 1- Die innere Kraft- 
röhre wird ein Vollzytinder mit dem Radius Pj = 1 , die nächste Kraft- 
röhre ist ein Hohizjlinder mit dem äuSeren ßadius p,* — p,*^l oder 
pj = 1/2". Es wird also 

Pi = 1, P. = 1/27 . . ., p, = l/^. 
Die Kraftröhren werden immer schmäler, je weiter man sich von der 
Achse entfernt. 

b) Die Kraßlinien dieses Vektors sind dieselben konazialen Kreise. 
Wir teilen das Feld in gleicher Weise in Kraftröhren ein. Der Fluß 
durch ein Flächenelement einer Kraftröhrc 
samte FInS: 



»/^ 



= Ä In - 



Es wird jetzt das Verhältnis zweier aufeinanderfolgenden Radien kon- 
stant. Fttr p = ist der Feldvektor nnendUch, die Kraftröhren werden 
in der Nähe der Achse immer schmäler. Setzen wir p. : pn~i = A, so wird 

p, = Äpi, p, = A*Pi.. ., 
die Radien der Kraftröhren wachsen in geometrischer Progression. 
Aufgabe 77. Die Differentialgleichung der Kraftlinien wird: 

[<it(*c+[ct])] = 0. 
Wir multiplizieren skalar mit c und erhalten 

= c[dx [er]] = [c<ir] [crj = -^d[it]' = ii-f p". 
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Die Erafblinies winden sich auf konaxisle Ereiszylinder p* = const. tmf. 
Der Betr^ des FeldrektorB ist konstant: 



/*' + P' = |a|, 

seine Projektion auf c ist auch konstant: 

ac = Äc» = Ä. 
Folglich bildet die Eraftlinientangente in allen Punkten des Feldes einen 
konstanten Winkel mit der Achse [ci] = 0. Das ist eine charakteristische 
Eigenschaft von Schraubenlinien, das Feld besteht also aus Schrauben- 
linien von konstanter 0angh5he, die auf konaziale Ereiszylinder 
aufgevickelt sind. In diesem Felde gibt es keine Flächen, die alle Kraft- 
linien senkrecht schneiden (rgl. 3. 95). Das Feld ist nicht flächennormaL 
Es ist aber trotzdem mißlich, das Feld in Kraftrdhren mit gleichem 
Fluß einzuteilen: Als Eraßröhren nehmen wir konaxiale Hoblzylinder und 
schneiden sie mit einer zu c senkrechten Äquatorialebene. Die n-te Eraft- 
röhre sei z. B. begrenzt durch zwei Zylinderoberflächen [tc]* = p*ti— i, 
[rc]* = ps*. Die Schnitt^che mit der Äquatorialebene ist ein Kreisaos- 
schnitt, b^renzt von den zwei Kreisen t* = p'B~i und C* = Pk*. Sein 
Flächeninhalt ist n (p.* — p*i.-i). Die zur Äquatorialebene senkrechte 
Eomponente von 9 ist c3I ^ hc* ^ h. Sie ist fUr alle Punkte des Feldes 
konstant. Der Flufi des Yektors ^ durch einen Querschnitt der n-ten 
Eraftrfihre ist also: R (pa* — p'a— i) A. Will man, da& jede KraftrOhrs 
denselben Flufl hat, , so muß man die Äqaatorialebene durch konzentri- 
sche Kreise 

r» = p,', r» = p,*, ... 1» = ?.» 
in inhaltsgleiche Ereisausschnitte einteilen. Man erhält dann 

Ph* — p'n-l = CODSt. 

Setzt man p, = 1, so kann man schreiben 

p. = Kä^ p. = t^3^ . - . p- = kV. 

(Der Leser zeichne eine Figur dazu.) 

8. 106. Aufgabe 78. Unter Berücksichtigung von 159 wird 
dt/dg dedx dxdy 

■'(«"«= -h T7 -W 

SO daß der Stokessche Satz die Form annimmt: 

+,i,dx (-Fi — 5F-) + ^'^ü ("äi — ir))- 
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Aufgabe 79. Wir schreiben nacb Formel 18: 

a = -STi^ {a/ [np] + A/ [pm] + A/ [mit]). 

Dann sind Ag' = m%, A/ = n^, A/ = p% die (rechtwinklige) Pro- 
jektionen von S Kuf die schiefwinkligen, zu m, n, p parallelen Achsen 
Ox, Oy, Oe. 

Da die Vektoren tn, n, p konstant sind, so wird aus 157: 

rot 21 = -j;^ {[grad vi,' [np]] + [gr«d J/[pm]] + [gradA'[mn]]) 



_____ d d d 

m[np) 2a; Sy dx 
AJ ,4/ A' 

Hier haben wir den Feldvektor 91 nach seinen zu [np], [pnt], [mn] 
parallelen Komponenten zerlegt und nicht nach den zu m, n, p parallelen. 
Man Überzeugt eich leicht, dafi man diese Formel auch durch symbolische 
rektorielle Multiplikation des Vektors 31 mit dem Operator 

' = TtW {f"rf W + t""! -Ä- + [■" "1 ^} 

erhalten kann. Das Vektorprodukt in schiefwinkligen Koordinaten ist in 
der Aufgabe 22, S. 48 ausgerechnet. 
Aufgabe 80. Wir schreiben: 

Xa = X^ä + XSto + (X - \){% - 9Io) - X„9Io, 

wo \ und %, die Werte von X und 3( in einem Punkt P^ sind. Wir 
bilden den Rotor von beiden Seiten dieser Identität ffir den Funkt Pg. 
För diesen Punkt ist rot (X — X^) (Ä — So) = 0, weil bei der Bildung des 
HoUeointegrals um den Punkt P(, das Produkt (X — XJ (S — %^ unend- 
lich klein von der zweiten Ordnung wird (vgl. Aufgabe 68); der Rotor 
des konstanten Vektors X^äla ist auch Null. Es wird also fUr den 
Punkt Po 

rot Xa ^ X^ rot 31 + rot XSt^ = X^ rot Ä - [Sl« grad X], 
wo auch in den DifferentialausdrBcken X := X^ und a ^ Sp zu setzen ist. 
Da wir aber keine Voraussetzungen über den Funkt Pg gemacht haben, 
so gilt auch fOr einen beliebigen Punkt P 

rot Xa = X rot a - [a grad X] 
oder in Nablaform 

[vXä] = x[va]-[a7X]. 



,y Google 



202 Losungen. 

Wir schreiben mit Absicht — [3t grad >.] und nicht + [grad X 31], um an- 
zudeuten, dafi der Vektor % nicht dem EinfluB des Differentiatoperators V 
unterworfen ist (vgl. § 24). 

Aufgabe 81. 

a) Wir Terbindeo zwei Punkte P(,(Tq) und P(r) durch eine beliebige 
Kurve K und bilden das Linienintegral: 



fxdx = ^fdx' = ^(x'-x,'). 



Das Linienintegral ist also vom Wege unabhäl^;ig; auf jeder geschlos- 
senen Kurve wird das Randintegral ^rÄr = 0. Der Vektor r ist im 
ganzen Feld wirbelfrei. Das sieht man auch sofort analytisch, wenn 
man schreibt 

x = ix + ]ij-\-le, 

j t 

d d 

' dy TT 

y s 

b) Unter Anwendung der Formel rot X St = X rot 3t — [3[ grad X] 
(Aufgabe 80), erhalten wir 

rot/(r)r =/(r) rot t - [t grad/(r)] = - -^ [r grad r] = 0. 

Der Kotor eines Vektors ist Null, wenn die Vektortinien gerade Linien 
sind, die sich alle in einem Punkt schneiden, und wenn dabei der Be- 
trag des Vektors eine Funktion des Abstandes des Aufpunktes von diesem 
Schnittpunkt ist. 

Aufgabe 82. Wir berechnen zuerst: 

rot ä =/(p) rol [et] - [[et] grad p] -^. 
Nun ist, nach Formel 161 rot [er] = 2c, femer, nach Aufgabe 60, 
pgradp = [[et]e],l 

80 daß grad P = T [[ct]e]. 

[[et]gradp] = |{[er]-e[et)-e-[et]'j = --*^ = -fe. 
Es wird also: 



Ist rot 91 = 0, so wird 



rotä = 2/(p)e + p47' 
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Von allen, in jedem Punkt zu [et] parallelen Vektoren ist nur t -i t 
wirbelfrei. 

Auftfabe 83. 

a) Es wird rot (c- rc) = rc • rot c — [c grad(r£)] = — [cc] =0. 

b) rot/(rc)c = - [cgrad (rc)] -j^ = 0. 

Der Rotor eines Vektors ist Null, wenn die Kraftlinien des Vektors 
senkrecht zu einer gegebenen Ebene sind, und wenn sein Betrag eine 
Funktion des Äbstandea des Aufpunktes von dieser Ebene ist. 

c) rot [c[rc]] = rot(r- c-rc) = 0. 

Man kann hieraus leicht den folgenden Satz ableiten: Der Rotor 
eines Vektors ist Null, wenn seine Feldlinien eine gegebene Gerade senk- 
recht schneiden, und wenn sein Betrag eine Funktion des Abstandes des 
Aufpunktes von dieser Geraden ist. 

Aufgabe 84. Wir multiplizieren das Randintegral skalar mit einem 
beliebigen konstanten Vektor @. Dann wird nach dem Stokesschen Satz 

€fdx7 = fdt(S.f=fdi rot (E?) =fd^ [grad -fS] = dflßf grad y]. 

K jf *■ F y 

Da diese Gleichung bei eioem beliebigen Wert von Q. gilt, so wird auch: 
£dif =j\d\ grad tp"). 

A' F 

So wird z. B. 

/ct.<ir=/[ilgr.a(ct)] =f\d\i\. 

K F F 

8.111. Aufgabe 85. Wir setzen Ir, — r|=ri und |r, — tl = rj. 
Die resultierende Kraft ist dann 

Als Summe zweier wirbelfreier Vektoren ist sie auch wirbelfrei. Bei 
einer beliebigen Verschiebung dt ist also die Arbeit der resultierenden 
Kraft gleich der Zunahme der Kräftefunktion <p: d^^^dx. 
Da aber 

(ti — r)rfr = — (ti — r)d(r, — r) = — r,dri 

(r, - x)d-c = - (v, - r)rKr, - r) = - r^dr^. 
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SO wird 

also 

T = — + — + conat. 

Die ÄquipoteDtialäächen sind gegeben durch die Gleichung: 
— + — = con9t. 
Aufgabe 86. Wir bezeichnen den Abstand des Punktes P von der 
ersten Achse mit Pi = [c(r — t^] , den Abstand von der zweiten Achse 
mit Pi == [c (c — r,)J . Die AbstoBungshraft ist (abgesehen von einem 
konstanten Faktor): 

^[[=(-r,)]<]. 
die Anziehungskraft ist: 

V [['<'. -"]■]■ 

Beide Kräfte sind quellenfrei und wirbelfrei (vgl. Aufgabe 74 und 83 c), 
so daß auch ihre Summe H wirbeUrei und quellenfrei ist. Es existiert 
also eine Eräftefunktion f, deren Zuwachs bei einer Verschiebung i^r 
gleich 

df = Ädt 
ist. Da aber 

[[c(t - t,)] c ] «'t = [cd -!,)]<! [c(r - 1,)] = p,<ip, , 
und 

[[c<t, - r)] c] cir =- [c(t, - ri]d[c(t, - r)] = - p.dp,, 
so ist 

d^ = ^_i^ = dln-Bi^, y = In -Pi- + const. 

^ Pl P» Cl- ' ft ' 

Die Äquipotentialflächen haben die Gleichung: 

[c(r— ri^]* = [c(t— tg)]*«', a = const. 

Das sind Kreiszjlinder, deren Erzeugende parallel zu c sind. Schneides 
wir diese Zylinder mit der zu c senkrechten Ebene er = 0, und nehmen 
wir an, dafi sowohl r, als auch x^ sich in dieser Ebene befinden, so 
können wir fttr die Schnittkurren schreiben: 

ct=0, (r - i,)» = a»(r-r,)*. 
Hier ist also angenommen, dafi die Verbindungsgerade ron I^ und i, lu c 
senkrecht ist. 
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Die zweite Oleichunj^ kann auch in der Form geschriebeo werden: 

oder auch, nach einigen Umrechnungen, 

Diese Qleicfaung zeigt, daß die Schnittkurven der Äquipotentialflächen 
Kreise sind, deren Mittelpunkte durch den Radiusrektor ' , * ge- 
geben sind; alle Mittelpunkte dieser Kreise liegen also auf der Ver- 
bindungsgeraden ron ii und r,. (FOr a = 1 degeneriert der Kreis in 
eine zu r, — r, senkrechte Qerade , die durch den Punkt ' „ ' geht.) 
Jeder Kreis schneidet die Yerbindungsgerade in zwei Punkten, die man 
erhilt, wenn man die Gleichung {t — r,)' = o'(r — r,)* in der Form 

schreibt Man sieht, dafl die Schnittpunkte der Kreise mit der Ver- 
bindungsgeraden durch die Radienvektoren 

gegeben sind. Diese Schnittpunkte teilen also die Yerbindungsstrecke 
von Ci und t, in zwei Strecken, deren Verhältnis a: 1, oder — a: 1 ist 
(vgl 8 9, S. 25). 

8. 117. AufKsbe 87. 

a) [V3r]9 = V[a8] = 8 lOl a - a rol 8 (Formel 171a). 

b) [[sv]8]=v«8-a-v8=agr«d-8+[arots]-aaiY8 

(Formsl 173 b). 

c) av-8S = 9(av-6) + II(avS) = 8(äurad-e)+S(agr«il-8) 
(vgl. Formel 175). 

d) [[grad a] 9] = giad 8 • a - grad (a 8) 

= a diT 8 - ä grad • 9 - (S rot 9] - [9 rol »]. 
Mao bann auch schreiben: 

[[grad a] 9] = [[grad 8] 9] + [[grad 81] 9] 
= - [[a grad] 9] - [8 rol a]. 

e) diT[aa] = arota, rot[aai = agrad-a-adiYa. 
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f) [St grsd] r = ä rot t = 0. 

[[% grad] r] = grad • Sit — 1 div r = 3t grad • r - SS = - 231. 
a» grad ■ r = [318] grad • x = [21»]. 
Aufgabe 88. 
ls^"lt~"|f"Ä="*^''*"^*~"'^^*'"^*='^""'^tVTV*]. 

Dieser Ausdruck bleibt also konstant nicht nur wenn [ntn] konstant 
bleibt, sondern auch wenn der Endpunkt von [mn] sich auf einer zu 
[VfVi'l senkrechten Ebene bewegt. In diesen Ausdrücken kommt das 
Nablazeichen zweimal vor, es wäre also möglich sie mit den zweiten 
Ableitungen zu verwechseln, in denen das erste Nablazeichen auch 
auf die QrSßen rechts vom zweiten Nablazeichen wirkt. Zur Unter- 
scheidung können wir solche zweite Ableitungen in folgender Form 
schreiben : 

rotCifVi») = [v{tpV^)], -^^{yn grad i") = mvCfnV'l'), usw. 

Aufgabe 89. 
Wir setzen 

% = A,i-\-A„i-\-Ä,t, fd = B^i + B,i + B,l 

Dann wird 

31^ = A^B, -h A, B^ + A. B. 

gradM = i.a4f + j.3t4f + !.9l-|f-, 
grad(p) = i(^.^ + A^ + ^.^) 

Ferner ist 

3t grad - 3J = 3t grad . (iB> + jB» + IB.) 

= i • 31 grad J?, + i . 31 grad 5y + ( • ä grad B„ 
also 

Slgr.d.8 = l(^,^ + ^,^ + ^.-^) 
dB, 
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Da aber 

[% rot »] = 
so wird 



f 
Ä, 



>(^ 



sl+A 






^ 



agrad-a3 + - 



und 



r gg' , .9 Bit 3 Bff . 3 A ^ 



+ (M- 



(^ 



-+A 



8» 



r + - 



- + A 







21 grftd • S + [3t rot S] = grad (äS). 

Die Symmetrie dieser Ausdrücke ist bemerkenswert. Wir sehen, dafi 
man aus 3( grad • 93 den Vektor grad (39) erhält, wenn man die Ab- 
leitungen 



IT 



-JF' "3^' "äT' ""'^ "äF* 

vertauscht. Für einen wirbelfreien Vektor B ist 

_3_B^ _ 3 B> 3.B, _ as, _3H. _ 3B, 
3» ~ 3» ' 2z ~ 3ff ' 3a; ■" 3z 
and folglich 

ägrad-Ö = grtd(a93). 

Die Ausdrucke grad (3199), 31 grad • ^, [91 rot 8] sind lineare Funktionen 

der Komponenten Ax, A^, A, von 31 und werden deswegen lineare 
Vektorfunktionen des Vektors 9[ genannt. Zur roUständigen Be- 
stimmung solcher linearen Vektorfunktionen bedarf es im allgemeinen der 
Angabe von neun skalaren Ortsfunktionen. Wir werden solche Qrößen 
in der A^noranalysis genauer studieren. 

Wenn die Koordinatenachsen parallel zu drei beliebigen nicht- 
komplanaren Einheitsvektoren m, n, p sind, so kann man schreiben 
^ = mAx + nA^ + pA., SS = mB. + n.B, + pB., 



V = m' 



dx ' 



"'iF + i^ir. 

Ipm] , _ [mn] 
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208 Lösttiigeii. 

Das ,9kalftre Produkt' %v hat in schiefwinkligen Koordinaten die Form 

genau so, wie in rechtwinklif^en Koordinaten. Deswef;en wird 
älV'^ auch in schiefwinkligen Koordinaten die Form haben: 

"'(^'-jT +^->v +^'-sr) 

Wir wollen noch bemerken, dafi auch V^ = div 3t in schiefwinkligen 
Koordinaten dieselbe Fonn hat wie in rechtwinkligen Koordinaten (vgl. 
die Formel 140, S. 86). 

Aufgabe 90. Dieser Satz folgt aus der Gleichung 
grad (ea) = 6 grad . 91 + [6 rot Ä]. 

Aufgabe 91. unter Berücksichtigung des Gaußschen Satzes folgt 

a) ^ y Sdf = / div (y a) dr = / y div %dv + / 3 grad <p d«, 

F r V r 

b) f [a»]rff =/div [a»]d(' =/» rot »df - /ä rot Bär. 

F r V y 

Aufgabe 92. Es muß sein 

o = ^a.cdf-^df-ac = /[[dfa]c] = -[e/[dfa]], 

und fo^Iicb 

[c rot a] = 0. 

Der Rotor von a mufi Null oder parallel zu c sein. 

Aufgabe 93. Wir multiplizieren das Randintegral S\dz%\ skalar 

K 

mit einem konstanten Vektor c und erbalten unter Berücksichtigung der 
Formel 167b und des Stokesschen Satzes: 

t/[dra]=/dt[ac] =/dfrot[ac] = ydf{cgrad.a-cdiTa}. 

K K F 

Da aber 

df(c grad • a) = c grad (df a) (Formel 175), 
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LBsnngen. 20& 

SO wird 

c/ [dtaa = c/{gr»d (rff 90 - df diT ä) = t/[[df grad] a] . 

Diese Gleichung gilt bei einem beliebigen konstanten Vektor c, voraus: 
/[dl«]=/[[äfl!rad]Sl]=/{gr.dWf3I)-ÄfdiTa). 

Für ä = r wird 

/[drr] = /{gr8d((ifr)-«ifdiYt} = /{(ifgradT-3df} = -2/df. 
K F '' r F 

Wie kann man diese Gleichung geometrisch ableiten? - 
Für 

a = [er] (c = conat.) 
wird 

/[<ir[ct]]=/[[<ifgr.d][cr]]=/{c-<ifVt-C(JfVt). 

K r r 

Da aber 

df7t = df rot r = 

cdfVt=[cdf)V'r=[cda 
so wird 

/[<ir[tr]l=-/Cc,in=/Wc]. 

K FF 

Vergleicht man die drei Formeln 

^ «pdr =J\d\ grad y] =J[ä] grad] (p (Aufgabe 84), 
^ y r 

/adr=/rff rot a=/[df grad] a (153), 
JT y y 

/[itS]=/[[rffgr«d]2], 

90 erhält man den folgenden Satz*): Das Randintegral eines beliebigen 
Produktes P(dt, a, 8, <p ■ , .)< i^ (i^Qi *ls3 Bogenelement cJr nur einmal 
als Faktor vorkommt, ist gleich einem Flächenintegral Ober eine beliebige 
Ton der gegebenen iUndkurre begrenzte Fläche, dessen Element gleich 
P([dfgrad], ä, », T ...) ist: 

fP{dx, a, », T ...)=/-P([dfgrad], a, 8, f ...). 
j: y 

*) J. W. Qibba, Scieat. pap. II, 3. 77. 0. Haaviside, Electrom. theory, 1892, 
I, S. 199. F. Jang, Zeitschr. f. Math, and Phfs. I9D8, Bd. 56, 8. 344—846. 
Splalrein, Taktarrscbnimg. 14 
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210 Lamngen. 

Der Differentialoperator .grad* der rechten Seite wirkt auf alle bei der 
Berecbnang des Randintegrals als variabel betrachteten Faktoren ä, 9, 
7 . . . (aVerallgemeinerter Stokesscher Satz".)*) 
S. 12&. Aufgabe 94. 

») gr8d^=--^; diTgrad-J-=diT(— ^)=0(TgLAufgabe71b). 

b) grad In p = — grad p = — -j — ; diy grad In p = (vgl, Auf- 
gabe 74). 

c) diy (c - r*) = c grad r* — 2 er; grad div (c • t*) = 2 grad (et) = 2c 
rot(c'r*)=-[cgradt»]=--2[cr];rotrot(C'r*)=— 2rot[cr] = -4c 

V»(c-t') = grad dir (c*t») — rot rot (er») = 6c. 

div(r'Ct)=3ct+rgrad(cr)=4tt; graddiY(r'Cr)=4grad(ct)=4c 

rot(t-ct)=-[rgrad{cr)]=-[rc]=[ci:]; rotrot(r-ct)=rot[cr]=2c 

7»(fcr) = 4c-2c — 2c. 

Aufgabe 95. Wir haben zuerst 

rot9r_t(-3^ — är) + il-?r--ä^)+U-ä^ wh 

dx 
Die x-Eompooente von rot rot % ist 





_ SM, 

■ixiy 




^'^ 


Die 


X-Komponentfl von grad 


diT St ist 






i grad div ä[ = 


l'A. . 


^ 


Wir sehen sofort, d>B 







Dasselbe gilt auch fllr die y- und die ir-Komponente ron V*\ 
die Formel 184 b folgt. 



*) Die entsprechetide Verallgemeinernng des OaaBscheu Saties haben ^ 
schon «at 8. 105 kennen gelernt. 
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Aufgabe 96. 

a) Da 

div {f rot 21) = rot 91 grad f , 
so wird 

Jdv rot 31 grad y = S d^ 9 rot ä. 

Das Hnllenintegral ist Ober die im Unendlichen liegende Oberfläche des 
iDtegrationsTolumens des Raumintegrals zn ersta-ecken. Dieses Htlllen- 
integral ist Kuli, wenn l*f rot SE auf der HuUe für r = <» verschwindet. 
Wir sehen also, daß das Raumintegral des skalaren Produktes aas einem 
quellenfreieo und einem wirbelfreien Vektor, erstreckt über den ganzen 
Raum, gleich Null ist. 

b) Aus 

div(f grad ^) = y V*^ + grad f grad <|) 
folgt 

S d\if grad if =J (<pV*4 + grad f grad $)dy, 

F V 

Aus 

dlT((p grad «ji — ^ grad f) = yv'*}! — ^V*y 
folgt 

f d\{^ grad •}> — «l» grad f) =J{tf^*i( — 4v*T)dp. 

F V 

Diese zwei Qreenscben Sätze werden in der FoteDtialtbeorie oft gebraucht. 
Ist n der Einheitsvektor der FULchennormale, so kann man schreiben : 

d] = ndf und n grad y = -»^, n grad ^ = -^. 

Die beiden Greenschen Formeln kJInnen also auch in der Form 

F T 

geschrieben werden. 

Ist if; ^ —, so wird 

grad tfi =: TT, V' V = 0. 

Da — für den Bezugspunkt (r = 0) unendlich groß wird, so kann man zwei 

Fälle unterscheiden: 

1. Der Bezugspunkt befindet sich außerhalb des Integrationsgebietes V. 
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Dann bleiben i^ und seine Ableitungen im ganzen Integrationsgebiet endlich und 
stetig, so daß man schreiben kann: 

fdf {fp^ + y grad q>) =f^dv 

F V 

oder in der anderen Schreibweise 

F V 

2. Der Bezugspunkt befindet sich im Inneren des Volumens Y. Da 
die Greenschen Formeln nur bei endlichen Werten der Funktionen (f, ifi und 
deren Ableitungen gelten, so bilden vrir eine kleine Kugel mit dem Mittel- 
punkt in 0, dem Radius r» und dem Volumen V = yWo' und betrachten 
dieses Volumen als außerhalb des Integrationsvolumens gelegen. Wir bilden 
also das Raumintegral in dem Volnmen F — V, das den Punkt nicht ent- 
hält, so daß yt und seine Ableitungen im ganzen Integrationsgebiet endlich 
bleiben. Dann muS man aber die Oberfläche F' der kleinen Kugel V zur 
Hülle des Volumens V — 7' hinzurechnen und das Hüllenintegral sowohl über 
die Oberfläche F des Volumens V als auch über die Oberfläche F' erstrecken. 
Es wird also 

/-^ iv =/if (f -i- + I graa y) + /df (v-i- + I grid y). 

Ist V*qp auch im Punkt endlich, so wird das Raumintegral / — -^dv un- 

r 
endlich klein mit dem Radius r. der Kugel, weil T' proponional der dritten 

Potenz von r« ist. Ebenso verschwindet das Hüllenintegral (b df- P^ °- mit r», 

F- 

weil die Kugeloberfläche F proportional dem Quadrat von va ist. Dabei wird 
vorausgesetzt, dafi grad 9> auch im Punkte endlich bleibt. Um das letzte 
Hülleuintegral auszuwerten, bemerken wir, daß auf der Kugeloberfläche F' 
r = r, ist. Ferner ist aufF' die äußere Normale n parallel zu t, aber gegen 
den Punkt gerichtet, weil das Innere der Kugel außerhalb des Integrations- 
gebietes liegt, so daß auf F' die Beziehung d\x = — dfr, gilt. 
Es wird also 

Wenn <p im Punkt den endlichen Wert tp^ stetig erreicht, so kann man 
weiter schreiben: 

Jim /jf^ = -i^ = -4,y,. 
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LBiungen. 218 

Znsanitnenfassend erhält man nach dem Grenzübergang su einer -verschwindend 
kleinen Kugel F' 



oder 



« 1 



(fg ist eine Funktion der Lage des Punktes 0. Die abgeleitete Formel erlaubt 
den Wert von «fg durch Integration zu bestimmen, wenn in einem gegebenen 
Raum V'fi und an seiner Hülle ip nnd grad ifi gegeben sind. 

Wir wollen noch bemerken, daB es genagt, den Wert von V'?" in einem 
gegebenen Raum und den Wert von tjp an seiner Hülle zu kennen, um ^ in 
dem gegebenen Raum eindeutig zu bestimmen. Mit anderen Worten: das 
Integral der partiellen Differentialgleichung V*(p ^ ^ ist eindeutig bestimmt, 
wenn man die Ortsfunktion q in einem gegebenen Raum und den Wert von tp 
an seiner Hülle kennt. Um das zu beweisen, denken wir uns, es wäre möglich, 
zwei verschiedene Funktionen (p^ und ^ zu finden, die im gegebenen Raum 
der Bedingung V*tf\ = V'qrj = q und an seiner Hülle der Bedingung 
ijp[ ^ qp] = ^ genügen. Dann ist die Funktion ^ = (f^ — ^j Null an der Hülle, 
und V'x^t) i"^ ganzen von der Hülle emgeschlossenen Raum. Wäre x >■> 
diesem Raum nicht überall Null, so könnte man solche Punkte, Linien oder 
Flächen finden, an denen x im Vergleich zu den benachbarten Punkten ein 
Maximum oder Minimum ist. Bildet man an einer solchen Stelle das Hüllen- 
integral ii d\ grad x. so müssen die Produkte df grad x hei einer hinreichend 
kleinen Hülle alle dasselbe Vorzeichen haben; das Hüllenintegral ist abo von 
Null verschieden. Anderseits muß aber dieses Hflllenintegral gleich Null sein, 
weil im ganzen Raum div gradx = V'X = ist. Es kann also x an kemer 
Stelle, Linie oder Fläche ein Maximum oder Minimum sein. Folglich mufi x 
im ganzen gegebenen Raum konstant bleiben, wenn nur V*x 'n diesem Raum 
gleich Null und x an seiner Hülle konstant ist. Es wird daher 

X = <px — ^i=Q, 
und wir sehen, daS durch 7*91 und ihren Wen an der Hüll^ die Onsfunktion (p 
eindeutig bestimmt wird. Diese und ähnliche Sätze sind aus der Potentialtheorie 
bekannt; wir wollen sie hier nicht weiter entwickeln. 

Nehmen wir jetzt an, daß im ganzen unendlichen Raum gegeben ist: 

V'y = p und daß außerdem ip im Unendlichen nicht langsamer als — ver- 
schwindet. Dann wird grad (p von der Ordnung — r und die Formel für y^ 

wird zu 

1 C odv 
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214 LOsiingea. 

weil das HüUenintegral verschwindet. Dis ist aber nichts anderes, als das 
NewtoQsche Potential im Punkte 0, herrührend von den anzieheaden (oder 
abstoßenden, je nach dem Vorzeichen von p) Massen, deren Dichte in jedem 
Punkte p ist. Wir sehen daraus auch, daß das Newtonsche Potential nur in 
solchen Gebieten der Laplaceschcn Differentialgleichung V'y ^ genügt, in 
denen sich keine anziehenden Massen befinden (o ^ 0), im allgemeinen genügt 
aber das Newtonsche Potential der Poissonschen Ditferentialgleichung 
V'y = p. 
Wenn schließlidi tp und grad ^ an einer Fläche JT, unstetig werden, so 
kann man diese Fläche mit einer Hülle umgeben und das im Inneren dieser 
Hülle befindliche Volumen V*' vom Integrationsgebiet ausschließen. Geht man 
zu einer Hülle über, die die Un stet IgkeitsHä che ganz eng umschließt, so wird 
V" unendlich klein, das Raumintegral verschwindet. Das HüUenintcgral wird 
aber jetzt nicht nur über die Oberfläche des Volumens Y, sondern auch über 
die Hülle der Unstetigkeitsfläche zu erstrecken sein. 

Aufgabe 97. Es ist 

9 grad (9 grad 9) — 33 grad (9 grad f) 

= (» grad -»- a grad • ä) grad ? + ä grad (93 grad <p) -» grad (ä grad tp) ; 

da aber 

a grad (S grad (p) = S» grad (ä grad ?), 

so ist 

ä grad grad y) — 33 grad (ä grad <p) — (3 grad .8 — 33 grad • W) grad f. 

Aufgabe 98. 

a) In ähnlicher Weise wie die Formeln 188 a und 189 erliält man 
den Ausdruck 

= T7*a + av'<p + 2(gradT) grad- 91. 

Man kann ihn auch erhalten durch direkte Aiisrecbnung des Ausdruckes 

grad dir T 31 — rot rot pK. 

b) Aus den Formeln 

173c a V • 33 + SJ V • a = V(a») - [a rot »] - [93 rot 3] 
167b 37- S - 337 • a = rot[33a] + a dir 33 - 93 dir a 
berechnet man die Divergenz und den Rotor von 

av33 + 33va und aV-SS-SV-S 
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und erhalt 

dir (3t grad • Ö) = 3t grad dir © ~ rot 91 rot 39 

+ ^ { v*(9is) - ai7*» - 33 va } 

= ä grad diT « - rot ä rot 8 + VaVsOIS). 
rot (at gr«d . S) = a grad ' rot S - rot St grad • 95 
+ div © rot ä - [rot ä rot 35] 

+ ~-[vnm-] - [av'as] + [»va] } 

= agrftd-rota5-rotagrad*S + divSrot9l-[rotarotS] + V5iV«*[9l»]. 

S. 130. Aufgabe 99. Wenn F^ eine geschlossene Fläche ist, so 
wird durch sie das YolumeD V ia zwei Teile zerlegt: das von F^ ein- 
geschlossene Tolumen V und das Übrig bleibende, durch F und F^ be- 
grenzte Yolamen V—V. An der positiTen (äußeren) Seite der Sprung- 
ääche ^1 habe der Feldvektor den Wert a^ , an der inneren Seite den 
Wert. a^. In beiden Volumteilen ist der Feldrektor endlich und stetig, 
so daß man den Gaußschen Satz auf jeden dieeer Teile anwenden kann, 
und man erhält 

fdv div a = / df a - / rf/n a, 

V— V *■ f, 

/d«diTa = /(?/na,. 

T- Fl 

Addiert man diese Gleichungen, so erhält man die Formel 190, die somit 
auch för eine geschlossene Sprungääche gUltig ist Ganz analog beweist 
man, daß auch die Formel 191 fllr eine geschlossene Sprungfläche ihre 
Gültigkeit behält. 

Übrigens kann man bemerken, daß auch eine geschlossene Spning- 
fläche, ebenso wie eine ungeschlossene, durch eine HoUe umgeben werden 
kann, die die Fläche aus dem IntegratioDSgebiet herausschneidet; nur 
besteht diese HuUe dann aus zwei getrennten geschlossenen Flächen. 
Wenn F^ z. B. die Form einer Kugeloberfläche hat, so kann man als 
Hülle zwei zu F^ konzentrische Kugeloberflächen nehmen. Diese aus 
zwei getrennten Teilen bestehende Hülle kann in gleicher Weise behandelt 
werden, wie im Text die Hfllle einer ungeschlossenen Fläche. 

Aufgabe 100. Wenn die Unstetigkeitskurre K' geschlossen ist, so 
zerlegt sie die Fteche F in zwei Teile F' und F—F', auf die, da a 
stetig bleibt, der Stokessche Satz anwendbar ist. Hat der Feldrektor 
auf der inneren Seite der Unstetigkeitskurre den Wert a, und auf der 
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äußeren den Wert S,, eo erhält man unter Berficksichtigung des ümlaafB- 
sinnes aof K' die zwei Beziehungen: 

^dra -§dx%^ =/df rot % 

K Jf ¥—¥• 

fdx^i=fd^rotM. 

Addiert man diese Qleichuagen, so erhilt man: 

^dra = fdt{% - a.) +/df rot «. 

K K- F 

Ist f eine ungeschlossene Eurre, so umgibt man sie durch eine 
geschlossene EurvOi die man im Grenzfall sich dicht an die Unstetigkeits- 
kurre anschmiegen läfit. Durch ähnliche Überlegungen, wie bei der Ab- 
leitung der Formel 190 und 191, erhält man dann: 

fdx% =/rfr(a, - «i) +/df rot a, 

IC K- F 

wo an Stelle des Randintegrales ein Linienintegral auf der ungeschlossenen 
Kurye K' steht. 

Aufgabe loi. Die Formel 

iw^ = — /• -dv 

oo 
ist aus dem Greenscheu Satz abgeleitet worden unter der Annahme, daß tf> 
im Uoendtichen verschwindet und daß im ganzen Raum tp und seine Ableitungen 
endlich und stetig sind. Wenn (p und grad ip an einer Fläche f , unstetig 
werden, so muß man um diese Fläche eine Hülle F' legen und das Innere T' 
dieser Hülle aus dem Felde ausschüeBen. Dann muß man aber F' als Hülle 
des außerhalb V' liegenden Raumes betrachten und erhält, wie in Aufgabe 96, 
die Formel: 

4»yo = -/-^ df +/ df {-y- + -^ grad ^). 

Schmiegt sich die Hülle F' immer enger an die Spruogfläche an, so wird das 
Volumen T' unendlich klein, und man erhält im Grenzfall bei stetigem V'v 

Um das HüUenintegral über F' auszuwerten, bringen wir an der positiven Seite 
der Sprungfläche die Normale n an und bezeichnen den Flächengradienten von a> 
und die Flächendivergenz von grad tp mit 
Grad tp = n(qoj— 9),) = nr„ Div grad qo = n(grad gpj — grad yj) = 01,. 
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Schmiegt sich die Hülle F' von beiden Seiten ganz dicht an die Sprungfläche F^, 
so erhält man leicht für das Hüllenintegral den Ausdruck: 

/ ^f (^ + ^ g™a f) = -Säf{'^ + -=-) 

und folglich 

r *-, Fl 

Der Wert der Größe tpi, hingt von der relativen Lage des Punktes ab. Bis 
jetzt haben wir den Punkt als fest betrachtet und bei der Bildung von grad r 
und grad rp den Radiusvektor von dem Bezugspunkt zu dem betreffenden 
Feldpunkt als variabel angesehen. Wir haben also gewissermaßen die Wirkung 
des Punktes auf den umgebenden Raum betrachtet. Man kann aber die Auf- 
gabe umkehren und alle Raumpunkte festhalten und durch konsunte Radien- 
vektoren ti bestimmen, die von einem beliebigen festen Bezugspunkt aus ge- 
zogen werden. Dann wird nur der Punkt 0, zu dem der Radiusvektor i 
gehört, beweglich. Wir bestimmen also dann die Wirkung des umgebenden 
Raumes auf den Punkt 0. Jetzt wird r = 1 1 — t« | . Bezeichnen wir jetzt die 
skalare Ortsfunktion ^q mit f und setzen noch 

v*y = — e. 

so erhalten wir die Formel 



4,„ = +/^+/^+/./.Jlitl) 



in der jetzt 



- V'V = — "^i^ grad ^ 

— Div grad (p 

— Grad ep. 



Denken wir uns eine Substanz, die nach dem Newtonschen Gesetz eine 
Wirkung auf den bewegUchen Punkt r ausübt. Die Wirkung ist eine Anziehungs- 
oder Abstoflungskraft, je nach dem Vorzeichen der Dichte dieser Substanz, die 
abo positive oder negative Wene haben kann (z. B. eine Eiektrizitätsmcnge), 
sonst aber ist die Intensität dieser Wirkung umgekehrt proportional dem Quadrate 
des Abstandes des angezogenen Punktes von der wirkenden Substanz. Das 
erste Integral bildet in diesem Fall das Potential der Kraft, herrührend von der 
Substanz mit der Raumdichtc p; das zweite Integral bedeutet das Potential der 
Kraft, herrührend von der Substanz mit der Flächendichte fo. Das dritte 
Integral wollen wir etwas näher beuachten : Nehmen wir an, daß an der posi- 
tiven Seite der Sprangfläche eine Flächenbelegung der wirkenden Substanz mit 
der Fiächendichte ta', in den gegenüberliegenden Punkten in einem Abstand dn, 
an der negativen Seite der Sprungfläche, eine Flächenbelegung mit der Dichte 
— o/ auftritt. So bilden o/ und —tu' an jedem Punkt der Fläche eineDoppel- 
quelle. Der Beitrag dieser Doppelquelle zum Potential ist 
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p^ + cyd/[~ + dna grad^) = d/a)'dnn grad -~ 

= — d/ü/ dntt- 

Wird der Abstand dn unendlich klein, so verschwiadet bei endlicher Flächen- 
dichte das Produkt o/dn. Wir können aber annehmen, dafl a/ mit abnehmen- 
dem dn so unendlich wird, dafl das Produkt lim ta'dn = r endlich bleibt. Man 
nennt dann tn dasMoment dieser Doppelquelle. Das Integral fdf ^-^l^ 

bedeutet also das Potential, herrührend von einer Belegung der Sprungfläche 
mit einer Doppelquelle vom Moment rn oder, wie man auch sagt, von einer 
Doppelschicht, deren Moment rn ist. 

Besonders einfach wird dieses Integral, wenn auf der ganzen Sprungfläche 
der Betrag des Momentes der Doppelschicht einen konstanten Wen t hat, den 
man dann vor das Integralzeichen bringen kann: — df "'**~'^ ist gleich dem 
unendlich kleinen körperlichen Winkel, unter dem man von dem Punkte t aus 
die positive Seite des Flächenelements df sieht; dieser Winkel ist positiv zu 
nehmen, wenn n mit r, — t einen stumpfen Winkel bildet. Das Integral 
ist also abgesehen vom Vorzeichen gleich dem körperlichen 

Winkel i3, unter dem man vom Punkte t aus die Randkurve der Sprung- 
fläche sieht, so daß in diesem Fall 

wh-d. Ist F^ eine geschlossene Fläche, so wird der Winkel Q gleich Null 
oder gleich 4», je nachdem sich der Punkt T außerhalb oder innerhalb Fy 
befindet. 

Eine solche Doppelschicht stellt z. B. ein blattförmiger permanenter Magnet 
dar. Ein wirkliches Magnetblatt hat eine endliche Dicke h und eine endliche 
Flächendichte 0/ des freien Nord- und Südmagnetismus an den Oberflächen des 
Blattes. Das magnetische Moment des Blattes ist nr = nAo)'. Man kann aber 
im Grenzfall das Blatt als unendlich dünn, jedoch als mit einer unendlich 
großen Dichte des freien Magnetismus belegt ansehen, so daS das Blatt dasselbe 
magnetische Moment beibehält. Diese Form erlaubt eine bequeme Ausrechnung 
der magnetischen Feldstärke für Punkte, deren Abstand groß ist im Vergleich 
zu der Dicke des Blattes. 

Wir wissen auch, daß ein stromdurchflossener geschlossener Leiter ein 
magnetisches Feld erzeugt, das auch von einem beliebigen, durch diesen Leiter 
berandeten magnetischen Blatt erzeugt werden kann (wenigstens außerhalb des 
Blattes), wenn das magnetische Moment des Blattes gleich der Stromstärke des 
Leiters ist. Das kommt daher, daß eine Doppelschicht ein gleiches Feld er- 
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zeugt -wie eine Wirbellinie, die die Doppelschicht berandet, auf der der kon- 
stante Betrag des Wirbclvektors gleich dem Moment der Ooppelschicht ist. Wir 
wollen aber hier auf diesea Zusammenhang zwischen Doppelschicht und Wirbel- 
linie nicht näher eingehen. (Vgl. M.Abraham und A, FöppI, Theorie der 
Elektrizität I, 4. Aufl., S. 85—91.) 

S. 136. Aufgabe 102. 

In der Lösung der Aufgabe 93 ist eine allgemeiDe Formel zur 
Transformation eines beliebigen Bandintegrals in ein Flächenintegrsl an- 
g^eben worden. Mit Hilfe dieser Formel wird 

^ crfr • r =/c [df grad] ■ r =/ttdfI grad • r =/ [cdf]- 
K F r F 

Aufgabe 103. 

Der gesuchte Vektor ist gleich rot[ci] = 2 c. Es ist also im ganzen 
Räume rot rot[cc] = 0; nach Formel 198 mfiBte das Vektorpotential im 
ganzen Baum Terschwinden , das ist aber nicht der Fall, weil der kon- 
stante Feldvektor im Unendlichen nicht verschwindet, so daß die Formel 198 
hier nicht anwendbar ist. 

Aufgabe 104. 

Der gesuchte Vektor ist gleich 

- rot(c In p") = [c grad la p>] = i [c[[ct]c]] = -^. 

Dieser Vektor ist aber nicht nur quellenfrei, sondern auch wirbelfrei und 
läßt sich auch ala Gradient einer skalaren Ortsfunktion f darstellen, die 
in diesem Fall der Azimutwinkel einer um die Gerade [c r] = rotieren- 
den Halbebene ist Vgl. Aufgabe öl, S. 77. 

Aufgabe 105. Diese Formel können wir durch emen Grenzübergang be- 
weisen. Wir umschließen die Spmngfläche F, mit einer sehr engen Hülle F", 
deren inneres Volumen V" ist, und nehmen zuerst an, daß der Vektor SC überall 
stetig ist, daß er außerhalb des Volumens Y" die Wirbel rot M = 8 hat und im 
Volumen F" die Wirbel rot a = » + S". Dann erhält man laut Formel 198 
für das Vektorpotential den Ausdruck 



US V" sei hdf, wo h der AI 
e der Hülle ist, so daß wir s 



Ein Element des Volumens V" sei hdf, wo h der Abstand zweier gegenüber- 
liegender Flächenelemente der Hülle ist, so daß wir schreiben können 
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Scbmiegt nch die Hülle T" immer enger an die Spmagfläcbe an, so wird h 
unendlich klein. Wenn W gleichzeitig unendlich groß wird, aber so, daS 
Um A9" ^ S endlich bleibt, so kann man nach den Ausfuhningea des § 26 

6 = Rot « 
setzen , wo | Rot 91 1 den Sprung der TaDgentialkomponeote des Fcldvektors 
beim Durchschreiten der Fläche f | bedeutet. So erhalten wir für das Vektor- 
potential die Formel 

S. 141. Aufgabe 106. Die Fonnel 210 liefert ans di« Benehongen: 

Jr grad • (/,r = rfit grad • 8r, Jr grad • rf,r = rf,r grad • Sr, 

so dofi 

St grad • df = 8r grad • [dj r (?,r] 

= [d,r (3r grad • t^r)] — [d,r (8r grad • d,r)] 
= [dir (<^r grad -«r)] - [d,r (d,t grad • 8r)]. 
Die Formel 177, S. 117 liefert uns für drei beliebige Vektoren 3t, », » 
die Beziehung 

[a (S grad • 58)] - [» (a grad •«)]=- [[[Ä S] grad] %[ ; 
wir erhalten also 

8 1 grad • df = - [[[</, r d, r] grad] 8 r] = = - [[d f grad] 8 r] 

= df dif 8r— grad (df8r). 
Aufgabe 107. Die Formel 210 liefert uns die Beziehungen: 
8 r grad ■ d, t = d,r grad ■ 8r, St grad ■ (/»r = d, rgrad • 81:, 

8r grad • d,r = t^r grad • 8r, 
so daß 

8rgrad de — 8r grad • d, rd^rd^r 

= [d, rdjr](8 rgrad •(/,!) + fd^ r </, t| (5r grad • d, r) -l-[d, rd, r] (Srgrad • dj, r) 

= [d,rd3r]{d,rgrad-8r)-f-[dsrd,r](d,rgrad.8r)-J-[dirdir](d,rgrad.8r). 

Da aber, nach Formel 176, S. 116, die Beziehung 

[djrdjt] (diEgr»d'8r) + [Ä,cdir] (d,rgrad-8r) + Wrd, r] ((^cgrad'Ät) 

= d,rd,rdjr div 8r 
gilt, so folgt hieraus 

8r grad • dv = d-^xä^td^x div 8r = di» div 8r. 
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Aufgab« 108. Betrachten wir die Änderung eines Elementes 3idx 
dieses Integrals: 

8t grad (ädr) = 91 {8r grad • dr) + dv (St grad • 3t). 

Xun ist nach 210 

5t grad • dx = dr grad • Sr 
und, nach 175, S. 116, 

a (St grad ■ dt) = 91 (dt grad • 8r) = dt grad (aSr), 
80 daß 

8r grad (Sldt) = dr {Si grad • 91 + grad (äSt)). 

Da aber 

grad (9l8r) = grad (^Sr) + grad (9l«^r), 

grad (StSr) = «r grad • 31 + [Sr rot 31], 
so folgt 

Sr grad (3t dt) = dr { grad (3I5t)- [Sr rot 91]} 

= dr {grad (2lSt) + [rot «St]). 

Es gilt also ftlr die gesuchte Änderung des Linieniotegrals die Formel: 

Sf%dx =fdx {grad (9l8r) + [rot SlSr]). 

X K 

Wenn K eioe geschlossene Kurve ist, so transformieren sich die 
Randintegrale auf beiden Seiten dieser Formel nach dem Stokesschea 
Satz in Flächenintegrale: 

S/df rot 91 =/df rot [rot 9l8r]. 

F ¥ 

Das ist nichts anderes als die Formel 205, S. 139, nur daß der Vektor % 
durch rot 31 ersetzt ist. 

Aufgabe 109. Wir erhalten für die Änderung eines Elementes 
[dr9l] des Liuienintegrals, unter Berficksichtigung von 210 und der Be- 
ziehung 

SrV • [dr3IJ = [dr (8r7 • 31)] - [91 (SrV -dr)], 
die Formel: 

8i grad • [dr9l] = [dr (Sr grad • 91)] - [91 (dt grad • 8r)], 
so daß die Änderung des Linienintegrals gleich 

s/[dt9l] =/{[dr (Sr grad • 31)] - [91 (dr grad - 8t)]) 

K K 

wird. 
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Aufgabe 1 10. Wir erhalten unter Berückaiclitigung der Formel 209 

Sr grad . [df 31} = [rff (px grad • 31)] - [31 (8t grad • rff)] 

= [rff (Sr grad - 31)] + [a [[df grad] 5r]]. 
Nun ist 

[a [[df grad] 8r]] = [df grad] - a«t - 31 [df grad] • St 
und folgUch 
Sx grad . um = [df {«r grad . ä + grad 28r}] + [df 31] grad • St 

= [df {grad (ä8r) + [rot 318r]}] + [df 31] grad • 8r. 
Hieraus folgt die Integralformel 

8/[df 31] =/[df {grad (3t8r) + [rot 3t8r])] +/[df 30 grad • 8r. 

FF F 

S. 148. Aufgabe 111. Nach der Eontiauitätsgleichung 221 kennen 
wir fUr die substantielle Änderung der Dichte eines FlUssigkeitsteilchens 
schreiben : 

Es folgt also 

a) div (c ■ r c) = c* = 1, so daß -j|- + p = ; p = Po e"*, 

b) diT [[ct]c] = 2, so daß 4f + 2f = ^' P = Poe~". 

c) dir T = 3, so daß -||- + 3p = 0; p = PoC-»'. 

In allen drei Fällen ist die Dichteänderung der Flüssigkeit eine 
Funktion der Zeit allein; da aber die FlDssigkeit im Anfangszustand 
homogen war, bo bleibt sie auch während der Bewegung homogen. Die 
Änderung der Dichte in einem festen Raumpunkt ist hier gleich ihrer 
substantiellen Änderung. 

d) Wir wissen (Lösung der Aufgabe 69, S. 195), daß dir X [er] = 0, 

wenn X eine beliebige Funktion von | [c t] | ist. Es wird also hier -^-r- = 0, 
p = Po- Die Dichte der Flüssigkeit bleibt während der Bewegung konstant. 
Wenn also ein Körper so deformiert wird, daß alle seine Punkte sich 
auf konazialen Kreisen bewegen, und wenn diese Deformation nur von 
dem Abstand der Funkte von der gemeinsamen Achse abhängt, so bleibt 
das Volumen des Körpers bei einer solchen Deformation unverändert. 
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Aufgabe 112. Wir Labsn nacli 224 

K FF 

= -/df {rot[93D] + ^}=fä\ rot 6. 
*■ r 

Da aber die F^he F beliebig sein kann, so ist' 
rote = rot[i)S]~-^. 

Anfgabe 118. Wir betrachten ein Volnmelement dv der Flüssig- 
keit, deren Dicbte p sei. Seine Masse ist dann pdv. Es sei äf ein 
nach auSen gerichtetes Flächenelement der HflUe S Ton dv. In einer 
reibungslosen Flüssigkeit ist der Druck p normal zur Oberö&che. Die 
Druckkraft auf das Flächenelement df wird —pd^; die Druckkraft auf 
die ganze Oberfläche toq dv wird 

— ilpd\ ^— dv grad p. 

M 

Wenn A die auf die Masseneinbeit -wirkende Kraft ist, so wirkt außer 
der Druckkraft noch die Kraft pStdv auf das Yolumelement Die Summe 
dieser Kräfte muB gleich sein der Masse des Yolumelementes mal seiner 
Beschleunigung: 

(pÄ — grad p) dv = pdv 1-^ + n grad • oi, 
80 daß 

ft — __ grad p = -^ + v grad • ». 
Aufgabe 114. Aus 

-~j- + D grad • D = grad (V — P) 
und 

V grad • D + Ln rot ü] = -g- grad 0*, 
folgt 

-|f - [U rot u] = grad (D-- P- -1- D »), 
so daß 

rot (-|f - [o rot n]) = 0. 
Nun ist nach 239 

rot -^4- = -gr (rot o) = ~ö7-y ^o ro = rot d, 
und nach 167b, S. 114, 

— rot [o rot b] = D grad • rot ti + rot d div d — rot grad • 
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oder 

— rot \vvd] — D grad • n> + ro di? o — ro grad • m. 

Da aber 

ograd.ro+-gj=-^ 

und, nach der Kontinuitätsgleichung 221, S. 114, 

.. n df 

10 div n = — ~ -^, 

so wird 

dm m dp , 

-dr-i--5r = "' »"*•"• 

oder 

d / m \ a , 

Aufgabe 115. Wir mUssen zeigen, dafi die substantielle Ände- 
rung des Randintegrals d)X)dx gleicli Null ist. Nach Formel 227, in der 

Ä- 
wir 2t = D setzen, erhalten wir 

-jj- fvdt = fl-^ + t>grAd-v-\-['orotv]\dx. 

K K 

Da aber 

grad • n + [d rot d] = -g- grad o' 
und mit den Bezeichnungen der Aufgabe 114 

4f = -ff + • 6"* • " = e«*('^- -P'' 

SO folgt 

-^^Ddr = /drgr8d {V -P -\-~-o*) =Q. 

K X 

S. 159. Aufgabe 116. Man hat 

t rot t = t rot [n 6] = I { V & • n — V it • b J 
= t(bvn + n*v6 — nv-t* — 6*Vit}; 
da aber t senkrecht zu n • V ^ luid b • V » ist,, so wird 
trott = t(bvn-nvt) = b(tgrBd*n + [trotn]}-n{tgrad'6-|-[trotblj 

= n rot n + 6 rot b + 6(t grad • n) — n(t grad • b). 
Aus den Frenetschen Formeln folgt 

b(t grad • n) = X, n{t grad • 6) = — x, 
so dafi 

2x = t rot t — n rot n — 6 rot 6. 
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Aufgab« 117. Wir betrachtea eine Schar kona^aler Rotations- 
fiächen, io der sich auch die gegebene Botatiooefiäche befindet. Die 
oitht^nalen Trajektorien dieser Flächen bilden eine Schar von Eurren, 
die in den Heridisnebenen der RotatioDsflächeo liegen. Ihre Tangenten- 
richtung geben vir durch der Einheiterektor t an. Dann wird in jedem 
Punkt der gegebenen Rotationsfläche die mittlere Erfimmung 

fl"= dir t = b rot n — n rot 6. 
Die zu den Hauptnormalen n der ^-Linien parallelen n-Linien sind die 
Ueridianlinien der Rotationsfiächen (der Laser zeichne eine Figur dazu). 
Folglich bilden die n-Linien ein flächenDormales Feld and es wird 

rot n = i -g-6, B rot n = + ~g-, 
wo -^ gleich der Ertlmmung der Heridianlinien der Rotationsfläclien 
und b gleich der Normale zur Meridianebene der Rotationsfläche ist. b ist 
die Binormale der f-Linien und der n-Linien. Die ^-Linien sind die 
orthogonalen Trajektorien der Meridianebenen, sie sind also parallele und 
honaxiale Kreise, rot b ist daher parallel zu der Drehachse und sein Be- 
tr^ ist gleich dem reziproken Abstand des Aufpunktes tod der Dreh- 
achse. Man sieht leicht, daß dann 

- n rot b = -^ 

^eich dem reziproken Normalenabscbnitt zwischen Aufpunkt und Dreh- 
achse ist. Hieraus folgt die Formel 

die ja aus der Differentialgeometrie bekannt ist. Wie bestimmt man das 
Vorzeichen Ton --5-? 

Aufgabe 118- 

Es sei l der Abstand der benachbarten Potentialflächen. Wann l 
genügend klein ist, kann man diesen Abstand mit dem zwischen den 
Potentialflächen befindlichen Abschnitt der KraftUnie identifizieren. Nach 
Formel 162, S. 107 ist die PotentialdifFerenz zwischen den Funkten P« 

nnd P gleich /älär. In unserem Fall wird also das Produkt J.f gleich 

dar Ppteotialdifferenz zwischen den benachbarten Potentislflächen, so dafi 
Äl »n alleu Punkten der Potentialfläche denselben Wert hat. Wir dif- 
feratif ierAD -^ 2 in der Richtung der Binormale der Feldlinien und erhalten 



A 9t ,jiA _f. 
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Da aber, nach Formel 261 &, -tit = *^< ^ ^^^ ■^uch 



T6" = 



Max Lagally nennt deswegen die fr-Linien die Äquidistanzkurven 
der Potentialfiäcben, 

Aufgabe 119. 

ft) diT 6 = diT [tn] = n rot t — t rot n. 

Da aber nach 248, S. 158 nrott = 0, so gilt die gesuchte Formel 
diy b = — t rot n. 

b) In einem ÖiLchenn«rmalen Felde gilt nach S. 158 die Formel 
rot t^ kh, so daß nach a) 

div rot t = = i dir B + 6 grad k = b grad Ä — Ä t rot n 
oder 

t rot it = 6 grad In k. 
Aufgabe 120. 

Äbolich wie auf S. 155, bei der Bestimmung von dir t, können wir 
auch hier schreiben 

div b = — 6 I n grad • n + t grad • t J = — b { n grad • n + in } 
= — b (n grad • n). 
Der Tektor n grad • n ist parallel zu der Hauptnormale der n-Linie 
und sein Betr{^;f ist gleich der Krümmung dieser Linie. Folglich ist 
— b (n grad ■ n) gleich der Krümmung des zu n parallelen Normalschnittes 
der 2U b orthogonalen Fläche. Da aber dir b gleich der mittleren Krßm- 
mung der zu den fr-Linien orthogonalen Fläche ist, so ist diese mittlere 
ErUmmung gleich der Krümmung des zu n par^lelen NormalBcbnittes, 
was auch zu beweisen war (Vorzeichendiskussion?). Da die Hauptnormale 
der /-Linien senkrecht zu der F^chennormale b ist, so fällt die Schmie- 
gungsebene der f-Linie in jedem Punkt mit der Tangentialebene der 
Orthogonalfiächen der fr-Linien zusammen. Infolgedessen sind die /-Linien 
die Asymptotenlinien dieser Orthogonalflachen. 

8. 164, Aufgabe 121. Aus der Formel 264 sehen wir, daß in einem 
Laplaceschen Felde mit konstantem Feldrektorbetrag sowohl die Feld- 
linienknimmung, als auch die mittlere Krtlmmung der Orthc^nalfiächen 
Kuli sein muB. Wenn aber die Feldlinien Geraden sind, so mttssen ihre 
Ortht^onaläächen parallel sein. Die einzigen Rotationsflächen , deren 
mittlere Krümmung in jedem Punkt gleich Null ist, sind die Katenoiden, 
das sind Flächen, die durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Basis- 
gerade entstehen. Denn die mittlere Krllmmung einer Rotationsfläche ist 
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227 



Fig. 47. 



gleich fl" — -^ + -5- 1 wo R der Krümmungsradius der Meridiankurve 
und N der Normslenabscfarntt zwischea Äufpunkt und Drehachse ist (Auf- 
gabe 117). Die Meridiankurren der Rotations^chen mit der mitÜeren 
KrDmmung Nall mOssen die Gleichung 

R = N 
befriedigen, ihr Krümmungsradius muß ihrer Normale gleich und ent- 
gegengericbtet sein. Das ist aber eine charakteristische Eigenschaft von 
Kettenlinien. In Zylinderkoordinaten z, r, f, wo Oe die Rotationsachse 
ist, wird die Gleichung der Katenoiden: 

WO a ein beliebiger Parameter ist. Aus dieser Gleichung sieht man, daS 
die Flächenscbar, die man erhält, wenn man dem Parameter a alle Werte 
zwischen und oo gibt, aus ähnlichen (homothetischen), aber nicht aus 
parallelen Flächen besteht. Es ist also unmöglich, ein meridianebenes 
Laplacesches Feld mit konstantem Feldrektorbetrag zu erhalten. Immer- 
hin wird die Veränderlichkeit des Vektorbetrages 
desto kleiner, je kleiner die FeldlinienkrOmmung 
und die mittlere Krümmung ihrer Orthogonal- 
flachen gemacht werden kann. Diese Über- 
legungen können bei einem Entwurf elektrischer 
Kraftlinienbilder nützlich sein. (VgL Archir für 
Elektrotechn. 1915 Bd. IV S. 78 .Geometrisches 
zur elektr. Festigkeitsrechnung*). 

Aufgabe 122. Die gemeinsame Achse der 
gegebenen Kreiskegelflächen ist eine Symmetrie- 
achse des gesuchten Feldes, in jeder Meridian- 
ebene haben die Feldlinien denselben Verlauf. 
Wir wollen versuchen, ob man auch die zwi- 
schen den gegebenen Kegelflächen liegenden 
Orthogonalflächen als kon axiale KegelSächen 
annehmen darf. Die Erzeugenden einer Flächen- 
schar bilden dann in jeder Meridianebene eine Schar von Geraden, die 
durch die gemeinsame Spitze P. aller Kegelflächea gehen (Fig. 47). Die 
Feldlinien sind dann in jeder Meridianebene die orthogonalen Trajek- 
torien dieser Geraden, d h. konzentrische Kreisbogen, mit dem gemein- 
samen Mittelpunkt in P,. Betrachten wir eine Orthogonalöäche mit der 
Erzeugenden P,P und die durch P gehende Feldlinie. Die Feldliniea- 
krümmung b ist längs der Feldlinie konstant und gleich dem reziproken 
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Wert ihres Radiusses p : k = -~ = p y . t ist parallel zu PPy, it ist 
parallel zu PP» b ist senkrecht zu der Heridianebetie. Wenn ein solcher 
Feldliaienrerlaaf in einem Laplacescben Felde mSglich ist, so mOssen die 
Gleichungen 267 und 269 gelten. Du ist auch in der Tat der Fall. Zunächst 
ist auf jeder Ortbogonalfl&che -jr- = und in jedem Punkt n rot n = 0, 
weil die n-Linien mit den Erzeugenden der Orthogonalflächen zusammen- 
fallen nnd fo^lich ein fläch ennormales Feld bilden. Dadurch ist die 
Oleicfanng 267 befriedigt. Die mittlere ErflmmuQg der Eegelfläche im 
Punkt P ist gleich der KrOmmnng ihres zur Meridianebene senkrechten 

Nonnalschnittes, -^ = "pp~" = "w") die Änderung von IT beim Fortschrei- 
ten um die Längeneinheit in der Richtung PP, ist gleich 

IE. — 1 _ _Ä_ 

dn "" PPkxPP. ~ JV* 

Da aber die Feldlinienkrflmmung k längs der Feldlinien konstant bleibt, 

-^ = 0, so gilt auch die Gleichung 269 

IE. j_ 1^ — A 
3n "^ dt ~ N- 

Ein solcher Feldlinienrerlauf ist also in einem Laplacescben Felde m^Iich. 
Um den Betrag des Feldvektors auszurechnen, benutzen wir die 
Gleichung 264. Es sei der halbe öftnungswinkel einer Eegelffitefae 
(der Winkel zwischen P, P und P, Px). Dann wird 

und folghch 

gradin ^ = -5't+in = -y ctg et + |n. 

Eine Yerschiebung des Aufpunktes in der Meridianebene kann dargestellt 
werden durch 

dv= tpdS— nrfp, 

weil die Richtung der wachsenden p za n entgegengesetzt ist. Es wird 
also 



dx grad In^ = dhiÄ = ■ 



d (ain «) dp 



Ap sin 8 = const. 

Wir adien, ddl A konstant ist auf den Flächen, fllr die f sin Ö = const. 
Das sind konaziale Zreiszylinder, mit der gemeinsamen Achse P, Pk, dwen 
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Radius gleich p sin 6 ist. D«r Betrag des Feldvektors ist also nmgekelirt 
proportional dem Radius des Zylinders, auf dem sich der Äufpunkt be- 
findet. Diese Verteilung des Feldvektorbetrages ist insofem beachteos- 
wert, als auch in einem Felde, dessen Orthogonalflächen konaxisle Ereis- 
zylinder sind, der Betrag des quellen- und wirbelfreien Feldvektors dem 
Zylinderradius umgekehrt proportional ist. Dieses Feld kann man auch 
als Orenzform des betrachteten Feldes ansehen, die man erhält, wenn die 
gemeinsame Spitze der Eegelflächen auf der Botationsachse ins Unend- 
liche rUckt; denn dadurch rerwandeln sich die Kegelflächen in Zylinder- 
flächen, und di« kreisförmigen Feldlinien in die Radien dieser Zylinder- 
flächen. 

Auf der Achse wird der Betn^ des FeldTektors unendlich, so daS 
wir in einem physikalisch möglichen Felde uns die Eegelober&lchen als 
nicht ganz bis zu der Achse reichend vorzustellen haben. In einer ge- 
nügenden Entfernung von der Achse wird der Einfluß dieser Unregel- 
mäßigkeit nicht mehr fQhlbar. 

S. m. Aufgabe 123. 

Unter Benutzung der Gleichungen 287 und 288 erhält man für ein 
Linienelement 

dv = &ds = ldii-\- ^^^ dp + [txjdf 
dt* = ds* = de* + dp' + p'df\ 
fOr die zu u, c, in senkrechten Fläcbenelemente 

updpdf xipdsdf mdedp 
und für das Volumelement 

dx = pdzdpdf. 
Aufgabe 124. 

II grad f = 'n.-^ bedeutet die Änderung der Ortsfunktion f bei einer 
Verschiebung gleich der Längeneinheit auf der u-Linie. Längs der u-Linie 
bleiben v und w konstant. Bei einer Änderung du von u ändert sich 
die Ortsfunktion am -g~ du; nach 283 yerscfatebt sich dabei der Auf- 
punkt um die Strecke u TJdu. Die Änderung von f pro Längeneinheit 
ist also 

_8l__ 3?_j 1 _ 1 , St 

den "■JtT "" ■ Vdu ~ U du ■ 

Ebenso erhält man für die Richtungsableitungen nach den Richtungen 
Ton v und vo die Formeln 
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Aufgabe 125. Wir bezeichnen die zu u, o, lo reziproken Vek- 
toren mit 

„,= JeM., ,, = j5Ji, „' = ülilL. 

u»»' u»ip' niim 

Wegen Formel 277 a wird dann 

Hieraus folgt unter Berücksichtigung der Aufgaben 64 (S. 192) und 124 

Diesen Ausdruck kann man auch in folgender Weise erhalten: Eine 
beliebige Ortsftinktion f kann als Funktion der krummlinigen Koordi- 
naten u, r, 10 betrachtet werden. Deswegen kann man schreiben 

woraus der symbolische Ausdruck 

folgt. 

Aufgabe 126. Ist -j~ = Vmj = tu, so wird f-j^ ~fr] P*''*Uel zu 
-j— sein, weil dann wegen 277 (3. 166) die Beziehung 

La« ivi 
^TTTTTT = '" = "' 

In Iv dw 
gilt. Dann wird 

und folglich 

l/EG-F' 



^|[if»]^-[^»]^j + '"l!r- 



l/EG - F^ 

S. 183. Aufgabe 127. Ein Yolumetement d't ist in krummlinigen 
Koordinaten nach Formel 285 durch 

dc = UDiD UVWdudvdw 
darstellbar. Verschiebt man alle Paukte des Raumes um St = -j— Su, 
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Löanngen. 281 

SO ändert sich äi bei dieser Verschiebutig. Dime Änderung wird nach 
Formel 204 durch 

8„^gradrfT = dtdiv(-|l-8„) 

dargestellt. Wenn du, dv, dw, Su und UVTO konstant sind, so wird 
diese Form«! zu 

^^YJ^ = ^^^ ^" t^"^ = PTTF((7diT u + u grad (7) 
oder 

1 ditx(ürw) .. , i diaü 

-TT iii — = ^"" + ir-T^. 

div u = u grad In (VW). 
Ebenso berechnet man div v und dir ni, wenn man alle Ranmpunkte um 

Sr = -|^Sp oder 8r = -^Sw 
verschiebt. 

Aufgabe 128. Man erhält aus 305 (S. 175): In Z;linderkoordinaton, 
wegen 286, 287, 288 (S. 170) 

div ä = -^+ J- -^ + ^ -^. 
Id sphärisehen Koordinaten, wegen 289, 290, 290 a 

,. ~ 1 dr*Ar , 1 deitiBAa , l 3^ 
diTa = -^ -5^^ + -j^j^^ ^ + T^ri^e' 1^- 

Aufgabe 129. a) Die Beziehung V'u = besi^, daß der Vektor 
V u = TT it quellenfrei ist, daS also 

j^ div u — -jjfVi grad 0'= 
oder 

div u = u grad In ü, 
Vei^leicht man diesen Ausdmck mit der ersten Qleichung 303 (S. 175), 

div u = u grad In VW, 
so folgt 

j . »'TT „ , ^ U „ 

u grad In —jj- = 0, oder — ^ — = 0. 

Ebenso erhält man 

^ Wü . ur 

" ~~v~ ° IT 

Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen erhält man aua 325 für V* 
den gesuchten Ausdruck 
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b) Aus u = z, » = In p, tv = f folgt (vgl. die Formeln 287 and 288) 

c;=i, V^p, W=p 
und 

^ 32' ^ p' ainp" ^ p' df* ■ 

"Saeh Formel 309 (S, 178) können wir für V* den Ausdruck schreiben 

rr*— 3' , i a / 3 \ , 1 3' 

^ " 33' "•■ p "3p V d?}'^ p' 3f'- 
Nun ist aber 

3 _. 3 3' _ 3 / 3\ 

31np "P Jp' SInp' -P 9p ^P 2p^ 

X- 3' _ J_ _3_ ("p A\ 
p' 91np' p ap V 3p/ ' 

Man sieht, daS die beiden Ausdrucke für V* Obereinstimmen. 

Aufgabe 130. 
Wir können setzen: 





u- 


= --i-, » = 


Intg-j-, » = 


wird 


(,gl. di. 


Formeln 290, 


S. 171) 




grad u : 


= -i-gr.dr = 


-^; Cf=>-' 




grad V -■ 


= Tiirr«'"'* 


, ['l"l] 




grad tt> : 


= -''^1 w = 


p = r sin Ö, 



Mau sieht sofort, daß grad u und grad w quellenfrei sind. Daß grad r 
quelleufrei ist, sieht man daraus, dafi dieser Vektor gleich deui Feldrektor 
der Aufgabe 122 ist. Folglich ist 

V*H = V*r = V*» = 0, 
und man erhält 

„«_ 1 3' I 1 3' I 1 3' 

3 - 3 In tg ^ ^ 

Man kann leicht zeigen, daß dieser Ausdruck mit der Formel 310, S. 178 
zur Übereinstimmung gebracht werden kann. 
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Dritter Teil. 

Gnindzüge der ÄffinoiTechnung. 

EinleitnDg. 

§ 3&. Vektorrechnung und Affinorrechnung. 
Es gibt viele physikalische Probleme, zu deren Lösung die gewöhn- 
liche Vektorrechnung nicht ausreicht und die Einführung geometrischer 
GröBen höherer Ordnung als Vektoren notwendig wird. Wie ein Vektor 
durch Angabe Ton drei skalaren Größen bestimmt 'wird, so wird die geo- 
metrische Größe nächsthöherer Ordnung, der Affinor, durch Angabe 
TOD drei Vektoren, also von neun skalaren Größen bestimmt. Des- 
wegen ist auch das System der Rechnungsregeln für diese GröSen, die 
Affinoralgebra und die Affinoranalysis, entsprechend komplizierter 
als die gewöhnliche Vektorrechnung. Man kann sogar sagen, daß die 
Affinorrechnung bis jetzt noch nicht so vollständig ausgearbeitet worden 
ist, wie die Vektorrechnung. In diesem dritten Teil des Buches werden 
wir nur einige wichtige Abschnitte aus der Affinorrechnung besprechen, 
und verweisen im Übrigen den Leser, der sich über Affinorrechnung ge- 
nauer orientieren will, auf Spezialwerke. Eine klare und einfache Dar- 
stellung der Affinorrechnung findet man in dem (englischen) Lehrbuch 
»Vector Analysis* von Gibbs-Wilson*). Etwas ausfQhrlicher und mit 
ausgiebiger Benutzung der kartesischen Koordinaten geschrieben ist das 
Lehrbuch .Tensoren und Dyaden im dreidimensionalen Raum* tod 
E. Budde**). Beide Lehrbücher beschäftigen sich hauptsächlich mit der 
Affinoralgebra und behandeln die Af^noranalysis nur kurz and unvoll- 
ständig. Viel vollständiger ist das Buch von Burali-Forti und Har- 
coloDgo .Omografie vettoriali" ***) oder das noch ausführlichere Buch der- 
selben Autoren .Traosforma^ons Lin^aires' f). Leider benutzen diese 
Autoren ziemlich schwerfäll^e Bezeichnungen, weil sie aus prinzipiellen 

•) New Haven, Yale University Press 1913. 2. Aufl. 
**) Braaoschireig 191i, bei Vieweg und Sohn. 
*") Tnrin 1909, bei G. B, Petrin! di Giovanni GalÜKio. 
f) Sammlnng Analyse Vectorieiie generale, Bd. 1, Pnvie 1912, Mattei u. Co. 
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234 Lineare Vektorfnnktionen. § 86 

Oründen den Differentialoperator V niclit benutzen wollen, die Affinoren 
nur als Präfaktoren gebraudieu usw. Doch bietet dieses Buch und »uch 
der zweite Band, .Applications ä 1a tn^canique et & la physique", so viel 
wertvollen Stoff, daß sie trotz dieser Unbequemliclikeiten sehr lesenswert 
erscheinen. Das Bucb von J. A. Schouten «Grundlagen der Vektor- und 
Affinoranalfsis**) enthält eine kritische und ausfOhrliche Darstellung der 
Affinorrechnung , doch durfte dieses Buch zur EioMining wenig ge-' 
eignet sein. 

In den ,flrundlagen der Bewegungslehre (von einem modemea 
Standpunkt aus)* von Q. Jaumann**) findet der Leser viele Anwendungen 
der AfBnorrechnung auf die Mechanik und die Elastizitütstheorie ; beson- 
ders nach einiger Bekanntschaft mit den QrundzQgen der Affinorrechnung 
kann man das Buch von Jaumann mit Erfolg lesen. 

Kapitel I. 
Lineare Tektorfanktioiien. 

§ 36. Definition und Einteilung der linearen Vektorfunktionen. 

Eine Summe von Ausdrttcken, in denen ein Vektor n einmal als 
Faktor auftritt (nach einem beliebigen, die distributive Eigenschaft be- 
sitzenden Multiplikationsgesetz), heißt eine lineare Vektorfunktion des 
Vektors n. Diese Funktion, F (n), kann ein Skalar, ein Vektor oder 
eine Größe höherer Ordnung sein. Wie eine lineare Funktion einer 
skalaren Veränderlichen, so genügt auch die lineare Vektorfunktion den 
charakteri stischen Funktionalgleichungen 

326 f ().n) = XF(n), 
oder 

327 J- (n + nO = i^ (n) + i^ (nO, 

wo n und n' zwei beliebige Vektoren und ). ein beliebiger Skalar ist. 
Jede Funktion, die diesen Gleichungen genügt, heißt eine lineare Vektor- 
funktion. 

Wenn die lineare Vektorfunktion ein Skalar ist, so kann man sie 
immer als ein skalares Produkt 

328 Jf(n) = 7„ = an 

darstellen, wo 91 unabhängig von n ist. Dann ist (p. nichts anderes, als 
die Projektion des Vektors 3t auf die jeweilige Richtung des Elnbeits- 

•) 1914, B. G. Teubner. 
•*) Leipzig 1905, J. A. Barth. 



,y Google 



§ S6 Drei GrandtypeD von Vektorfanktionen. 235 

Vektors n. Kennt man fp^ ffir alle Richtungen von tt, so kann man dar- 
aus den Vektor 9 bestimmen; es genügt aber die Kenntnis ron f. für 
drei nichtkotnplanare Richtungen von n. Die Gleichung 328 definiert 
also aus der Gesamtheit der skalaren Gröften f ■ eine Grdße hSherer Ord- 
nung, als der eines Skalars, den Vektor 9t (vgl. 22, S. 17). 

Auf diese Weise wird z. B. der Vektor der erdmagnetischen Feldstärke 
bestimmt, indem man den magnetischen Fluß durch eine ebene Spule (Erd- 
induktor) für verschiedene Richtungen der Spulennormale mißt. Aus der Art, 
wie sich dieser FIuB, als Funktion des Normalen v ektors , verhält, kann man 
den Vektorcharakter der magnetischen Feldstärke feststellen. Ebenso sind die 
meisten anderen physikalischen Vektoren weder als Strecken, noch als orientierte 
Flächenstücke gegeben, sondern der Vektorcharaktcr wird erst an dem Ver- 
halten der skalaren Komponenten bei Richtungsanderungen erkannt. Daher wird 
auch die Graßmannsche Unterscheidung zwischen Vektoren und Bivcktoren, oi*fl'^l 
die auf geometrischem Gebiet ihre Berechtigung hat, auf physikalischem Gebiet ' 
meist gegenstandslos. 

Viel wichtiger ist aber der Fall, daß die lineare Vektorfunktion 
auch selbst ein Vektor ist. Wir wollen als Funktionszeichen fllr 
solche Vektorfunktionen große griechische Buchstaben benutzen. 
So bedeutet z. B, On einen Vektor, der eine lineare Funktion von n ist. 
Dieser Vektor kann immer als Summe von Ausdrucken der Form 

329 0n = iß" = Xn, 

330 0n = »i" = [en], 

331 0n=2J/ = 9r-9n 

dai^estellt werden, denn das sind die Grundtypen von Vektoren, in denen 
n nur einmal als Faktor auftritt. 

Es ist leicht physikalische Beispiele für solche Vektorfunktionen anzü- 
geben. Befindet sich z. B. in einem Behäher ein Gas unter dem Drucke X, so 
wirkt auf jede Oberflächeneinheit des Behälters die Kraft — iln, wo n der Ein- 
heitsvektor der Flächen normale ist. Der Oberflächendruck ist eine lineare 
Vektorfunktion des Nor malenv ektors n. 

Dreht sich ein starrer Körper um einen Punkt mit einer Winkel- 
geschwindigkeit vom Betrage |S| und ist die Rotationsachse mit dem Vektor 6 
gleichgerichtet, so hat jeder Körperpunkt, zu dem vom Punkte der Radius- 
vektor c führt, die Geschwindigkeit 

» = [6r]. 
C ist also eine lineare Vektorfunktion des Radiusvektors r. 

Betrachten wir schließlich die Oberfläche eines in einem elektrischen 
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236 Suiumendftrfitellnng. Konjugierte Vektorfuaktion. § 36 

Feld befindlichen Raumteiles, so wirkt auf die Flächeneinheit die fiktive Fara- 
day-Maxwellsche Spannung 

wo (£ die elektrische Feldstärke, S) die Verschiebung und n der Einheitsvektor 
der Fläch eunormale des betreffenden Fläch eneleme nies ist. Die Faraday- 
Maxwellsche Spannung ist also eine lineare Vektorfunktion des Normalen- 
Vektors n. 

Die Vektorfunktionen 329 und 330 kann man leicht als Summen 
von Ausdrucken der Form 331 darstellen: Zerlegt man den Vektor it in 
seine Komponenten nach drei beliebigen Vektoren, z. B. nach den ärund- 
vektoren i, j, (, so erhält man aus 329 

•a' = Xi- in + Xj-in + XMii. 

Ebenso erhält man aus 330, wenn mtin den Vektor S als Vektorprodukt 
aus zwei anderen Vektoren 31 und ^ darstellt, 

(|>n= fCn] = [[31»] n] = S3 . 3tn - 3t . S9n. 
Wir können also den Satz aussprechen: Jeder Vektor, der eine 
lineare Funktion des Vektors n ist, kann als Summe von 
AusdrQcken der Form 9l*9n dargestellt werden. In Zeichen: 

332 0n = 3t, .S,n + 3t, -«,n + . . . + 31^ ■ »vU = ^3lp • »^n, 

wo die Vektoren 3(p und 33fi beliebig sind. Die in der linearen Vektor- 
funktion vor dem Trennutigsponkt auftretenden Vektoren 31,, ät^, . . ■ 
wollen wir mit Öibbs die Antezedenten, die nach dem Trennungs- 
punkt auftretenden Vektoren 99i, 9, . . . die Konsequenten der linearen 
Vektorfunktion nennen"). Vertauscht man in einer linearen Vektorfuuk- 
tion die Konsequenten mit den Antezedenten, so entsteht eine 
andere Vektorfuoktion. Man sagt, diese sei zu der ursprünglichen «kon- 
jugiert' (Hamilton). So ist z, B, 

333 0.n = »1 • 9t,ii + S, • M,n + ... + »„. a^n = X«^ • ä;.» 

p— 1 

die zu 4>ii in S32 konjugierte Vektorfunktion. Dieselbe Funktion er- 
hält man aus 332, wenn man dort n mit den Antezedenten statt mit den 
Konsequenten multipliziert: 

333a *,n = n3l, -a, + n3(, ■«, + .. . + nä. ■ Sv= ^nSlp • «,. 

*) Mehmke neont die Antetedeuten iLinkBfaktoi'en". die Eonseqnent«» 
.Recfatsfaktoren' (Panktrechnang, S. 268). 
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§ 36 WillkDrlicbe Antezedeoten. 237 

Das Funktionszeicben einer linearen Vektorfunktion mit dem Index , ist 
also das Funktionszeicben der konjugierten Vektorfunküon. SelbstverstiLnd- 
lich ist 

334 ((t>,),n = <t>ii, 

die konjugierte Funktion einer konjugierten Funktion ist gleich der ge- 
gebenen linearen Yektorfunktion. 

Wenn eine lineare Vektorfunktioo ihrer konjugierten Funktion 
gleich ist, 

335 0n = *,n, 

so heißt sie eine symmetrische Vektorfunktion. Manche Autoren, 
z.B. V. Ignato wsky, nennen eine solche symmetrische Funktion einen 
Tensor, doch ist es jetzt mehr Qblich geworden, den Namen Tensor 
nicht fttr eine Vektorfunktion, sondern fUr eine geometrische GrSfie höherer 
Ordnung zu gebrauchen (vgl. § 38). 

Wenn die Vektorfunktion bei der Konjugation nur ihr Vorzeichen 
ändert, 

336 'l>n = -0.n, 

so heifit sie eine antimetrische oder alternierende Vektorfunktion. 
Wir werden später sehen, dafi eine antimetrische Funktion des Vektors tt 
immer als ein Vektorprodukt aus n und einem anderen Vektor dargestellt 
werden kann. 

Zur weiteren Untersuchung der linearen Yektorfunktionen wählen 
wir drei beliebige nichtkomplanare Vektoren u, b, id und zerlegen alle 
Antezedenten der allgemeinen Vektorfunktion 332 in ihre Komponenten 
nach den Kichtungen tou u, d, m. Wir erhalten, bei passender Wahl 
der skalaren Koeffizienten oi,, fi„ fp 

3t, = t(,u-f ßjC + Y,iD, 



3I, = avU+ßv» + Vvii 



Setzen wir noch 

u = «jSi + a,a3, + . . . + «v». = i:«,»,, 

p = i 
337 « = P,». + P, », + ... + ßv». = iß,«,, 

SB = T, », + T. ö, + ■ ■ ■ + Yk», = S;f, »„ 
so erhalten wir aus 332 fUr <^n dea Ausdruck 
888 «frn = u • Un -f- • Sn + ni ■ S8n. 
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In genau gleicher Weise kann man auch die Konsequenten Ton <t> n nach 
den Bichtungen von u, o, m zerl^en, 

©^ = a',u + ß',» + 7'j.ro 0=1, 2... v) 
und erhält 

839 <fn = U'-un + »'-»n + SJ'.tDn, 
wo 

840 w = ß'iSSi + ß'^a, + . . . + ß'vav = i;ß',3i„ 

SB' = 7'i «, + t', 31, + . . . + 7'3v = S t'p %• 

Hieraus folgt der Satz : Jede linear e Vektorfunktion kannimmer 
auf eine Summe von drei oder weniger Ausdrücken von der 
Form a • äln reduziert werden, wobei für die drei Ante- 
Zedenten oder die drei Konsequenten beliebige nichtkom- 
planare Vektoren gewählt werden können. Sind die Ante- 
zedenten beliebig gewählt worden, so werden die Konsequenten aus der 
Oleichung 337 bestimmt; bei beliebig gewählten Konsequenten werden 
die Antezedenten aus der Gleichung 340 bestimmt. Jedenfalls bedarf es 
der Angabe von drei Vektoren, um die allgemeinste lineare Vektorfunk- 
tion vollständig zu bestimmen. 

Wenn zwischen den drei Konsequenten einer linearen Vektorfunktion 
1>n = a-an + B-©n + c-en 
die lineare Beziehung 

© = a9l + ß35 
besteht, die Vektoren 91, 39, @ also komplanar sind, so kann man die 
lineare Vektorfunktion als Summe von nur zwei Gliedern darstellen: 

'l)n = (a-i-ac) -aiit + Cb + ßc).»!!. 
Dann sind die Vektoren <(n bei allen Werten von n komplanar mit den 
Vektoren tt + «c und b + ßc. Die lineare Vektorfunktion hat in diesem 
Falle keine Komponente senkrecht zu der Ebene der Vektoren a -f~ ^ c 
und 6-j~ßc; man nennt sie deswegen eine unvollständige Vektor- 
funktion, um sie von einer vollständigen Vektorfunktion zu unter- 
scheiden, bei der weder die Antezedenten noch die Konsequenten kom- 
planare Vektorentripel bilden. Wenn die Antezedenten oder die Kon- 
sequenten einer linearen Vektorfunktion alle drei parallel sind, so kann 
man die Vektorfunktion eingliedrig darstellen. Die Vektorfunktion 
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§ 86 Zerlegung in einen BjmmetriBchen nnd einen an ti metrischen Teil. 239 

behält dann eine konstante Richtung fOr alle Werte des Argumenten- 
rektora. 

Zur Darstellung einer linearen Vektorfunktion braucht man also 
nur dann mindestens drei Gliedar, wenn weder ihre Antezedenten 
noch ihre Konsequenten komplanar sind. Sie braucht dann nnd nur dann 
zu ihrer Darstellung mindestens zwei Glieder, wenn weder ihre Ante- 
zedenten noch ihre Konsequenten kollinear sind. 

Wir wollen jetzt noch den folgenden Satz beweisen: Jede lineare 
Vektorfunktion kann in einen sjmmetrischen und in einen 
aatimetrischen Teil additiv zerlegt werden, und zwar nur auf 
eine einzige Weise. Es sei 

341 <t>n = a-an + b •»« + £. en 

eine gegebene lineare Vektorfunktion Ton n. Setzen wir noch 

342 Tn = -^{l>n + *,n) 

= -^ {(o . a'n + a - an) + (& • Ön + » • bn) + (c • 6n + S • cn)} 
and 

343 en=-|"{*""*'") 

= -i- {(tt . an - a . an) + (b • 9n - 8 • bn) + {c ■ En - © • cn)), 

so sehen wir, daß 

344 0n = Tn+en, 

denn die Summe der ersten Glieder von Tn und 6 n ist gleich dem ersten 
Gliede von 0n, 

a.an=-^{a-an + a-an + a-an-a.an), 

und dasselbe gilt natOrlich auch ^r die übrigen Glieder von <t>n. Es 
genOgt, die Antezedenten mit den Konsequenten in 342 und 343 zu ver- 
tauschen, um zu sehen, daß Tn eine symmetrische und 6n eine anti- 
metrische lineare Vektorfunktion ist. Es bleibt noch zu beweisen, daß 
keine andere Zerlegung von (pn in einen symmetrischen Teil Tn + Pln 
und einen antimetrischen Teil Sn — Fln mSglich ist, wo fln ii^end- 
welche lineare Vektorfunktion ist. Da sowohl Tn als auch Tn-f^n 
symmetrische Vektorfunktionen sein sollen, so sollte auch Fl n eine sym- 
metrische Vektorfunktion sein; andererseits sollte aber Dn zugleich auch 
eine sntimetrische Vektorfunktion sein, weil die Funktionen 6n und 
8 n — n n beide antimetrisch sein sollen. Aber eine lineare Vektorfunktion, 
die zugleich symmetrisch und antimetrisoh ist, ist gleich Null. Folglich ist 
die Zerlegung in 344 eindeutig, was auch zu beweisen war. 
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Die Formel 343 kann auch in der Form 

343a e» = 4-{[[aa]i.] + [[»b]n] + [[6c]n]} 

geschrieben werden. Setzt man noch 

3« ii = i([aa] + [86] + [(Sc]), 

80 siebt man, daß jede antimetrische Vektorfunktion als Vektorprodukt 
aus dem Vektor t)4& und dem Ai^umentenvektor ti dargestellt werden kann. 

Wir haben als lineare Vektorfunktionen bis jetzt Skalare und Vek- 
toren kennen gelernt. Eh können natQrlicb auch geometrische Größen 
höherer Ordnung lineare Vektorfunktionen sein, doch vollen wir hier auf 
solche Funktionen nicht eingehen. 

^Aufgabe 131. Han beweise die Sitze: 

a) Hat eine lineare Vektorfunktion 4*11 die Eigenschaft, daß <t>n = 
wird filr drei gegebene nicbtkomplanare Werte von n, so ist <t»n = 
für alle Werte von n. 

b) Hat eine lineare Vektorfunktion On die Eigenschaft, daß 0n=:O 
wird für zwei nichtparaUele Werte tod n, so sind die Vektoren 4>n 
parallel fDr alle Werte von n. 

c) Hat eine lineare Vektorfunktion <t>n die Eigenschaft, daß 0n = O 
wird für einen gegebenen Wert von n, so sind die Vektoren 't>n kom- 
planar für alle Werte von n. 

*Aufgabe 132. Welche Beziehung muß zwischen den Vektoren 3 
und 99 bestehen, damit ^ [9 n]\ eine symmetrische lineare Vektorfunk- 
tion Ton n wird? 

"Aufgabe 133. Man beweise den Satz: Jede symmetrische lineare 
Vektorfunktion Tn erftlllt fOr beliebige Vektoren n, n' die charakte- 
ristische Beziehung 

nMTn) = n(TnO, 
jede antimetrische Vektorfunktion 6 li die Beziehung 
n' (e n) + n (6 nO = 0. 

^Aufgabe 134. Ein gegebener Körper wird deformiert, indem jeder 
seiner Punkte mit dem Radiusvektor r die Verschiebung 4*1 erfährt. 
Han untersuche diese Deformstion für folgende Werte der Verschiebung: 

a) ^t = mt, 

b) ♦t = -t + i'-ii + j'-jr + r-Ir (i'j'I'=l, i'« = j'» = C»= 1), 

c) <t>r = mu - ut (u* = 1), 

d) *r = m[u[iir]] (u» = l), 

e) (pr = (tu • vv («0 = 0, u* = »» = 1). 
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§ 37 Zerlogung dar Vektorfooktioa in £omponent«n. 241 

•Aufgabe 135. 

a) Man beweise den Satz: Wenn ^n eine beliebige Tektorfunktion 
ist, so ist das Vektorprodukt [(0 u) (0 o)] für beliebige Werte u , n tles 
Ar^mnenteorektors eiti« lineare Funktion des Vektorproduktes [uv]. In 
Zeichen : 

[(1>u)(*D)]=ko<t)|.iii3], 
wo ko0 (sprich: Kophi) das Funktionszeicben dieser nenea Vektorfunk- 
tion ist. 

b) Wie muß die lineare Vektorfunktion On beschaffen sein, damit 
die Öleichung 

♦ n = ko4>n 
fUr alle Werte des ArgumenteoTektors n gilt? 

•Aufgabe 136. Man beweis« den Satz: Verschwindet die lineare 
Vektorfunktion n fDr n = a, so sind alle Vektoren n senkrecht zu ko0 o. 

•Aufgabe 137. Man beweise die fQr beliebige Vektoren 3, 33, S 
gültige Identität 

(ko0 [a»]) 6 = (ko0 [»©]) 0a = (ko0 [ea]) 0». 

•Aufgabe 138. Qegeben ist 0n = [an]. Man berechne hieraus 
ko0 n. 

g 37. Koordinatendarstellung der linearen Vektorfunktionen. 

Um eine lineare Vektorfunktion in rechtwinkligen Koordi- 
naten darstellen zu können, nehmen wir als Antezedenten dieser Funktion 
drei Grundrektoren i, j, f. Dadurch sind die Konsequenten festgelegt 
und wir erhalten die allgemeinste lineare Vektorfunktion in der Form 
346 0n3zi-an + i-Sn+I-6n. 

Zerlegen wir die Vektoren a, 9, @, n in ihre Komponenten nach den 
Richtungen der Grundvektoren, so erhalten wir, bei passender Wahl der 
Skalaren Koeffizienten, 

a = 4;.i + «*,! + 4,1 

n = Xi + ri -\-zt 

und 

847 011= +i(f,.Z+f,,r+i,.Z) 

BpielrelD, Vektorr«eluiDitg. 16 
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242 BMtunmnngMahlen. Ztälat^Atonn and Kolonnennktorao. § S7 

Die KompoDenten tod 0n sind hier all lineara Fnnktiotwn der Kompo- 
BMttcD Ton n MisgedrQckt. Die aemi skaUrai OrflAen (^^ fx, . . . t. bc- 
stünoien ToUfUndig die linesre Vektorfonktioii. Sie heiSoi demr^en 
auch BestimmnDgszahlen oder Eonponenten da- linearea Vektor- 
fankbon. 

Die za 9n konJBgiert« Funktion Pt n wird dnrch Veituudiiiiig 
der Antezedenten mit den i&nueqaenten zd 

848 ♦.n = ÄMn + »-jn + C-tn. 

Benutzt mmn die Zerl^ong der Vektoren X, 9, S, n nach den Bich- 
toDgen der GrondTektoren, w eiliilt nun leicht fOr die Funktion Z, n 
den Ansdmck 

349 ♦,n= +i('«rX+(„r+<„Z) 

Die Vektoren 

850 » = t,A + t„\ + t,.t 

die am den Koeffizienten der einzelnen Zeilen der Tektorfonktion 347 
gebildet find, heiBen die ZeilenTektoren; ebenso heifien die ans den 
Koe^ienten der einzelnen Kolonnen dieser Vektorfunktion gebildeten 
Vektoren 

361 », = t,,i + t„i-\-t.,t 

die KolonnenTektoren der linearen Vektorfunktion. Man sieht, daß 
es genflgt, die Kolonnenrektoren mit den ZeilenTektoren zu vertauschen, 
um aus einer gegebenen linearen Vektorfunktion die konjugierte Vektor- 
funktion zu erhalten. Mui findet auch leicht aus 347 und 349, dafi 

862 «,= <«, a = «Pj, e, = *f 

und 

853 a = <t»,i, » = ♦,!, © = **!. 

Die Eolonnenvektoren einer linearen Vektorfunktion sind gleich den 
Werten dieser Funktion, die man erhält, wenn man den Argumenten- 
Tektor n gleich den GruDdvektoren setzt. Die Zeilenvektoren sind die 
Kolonnenvektoren der konjugierten Vektorfunktion, Man erhält also für 
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§ 87 Siagon&lgtieder. Seitenglieder. 243 

die Darstellung der linearen Yektorfunbtion eine der äleichuDg 348 
analoge Gleichung 

S48a «n = ai, ■ in + a, ■ jn + 6, • In. 

Wir sehett auch, daß das Produkt aus den drei Zeileuvektoreo gleich 
dem Produkt aus den drei Eolonnenrektoren ist: 



354 a»6 = 3uaec = 






(vgl. die Formel 33, S. 21). 

Wenn die lineare Vektorfunktion symmetrisch ist, so mufi 
4*n = 4*,n sein, bei jedem Wert des Argumentenvektors , ako bei be- 
liebigen Werten seiner Projektionen X, ¥, Z, Man sieht, daß dies dann 
und nur dann möglich ist, wenn die Beziehungen 

355 t.^ = fy«, t^M = t.g, t„ = U. 

gelten. Dann ist auch die Determinante in 354 symmetrisch. Wenn 
<^n eine antimetrische Vektorfunktion ist, so muß <t> n -f ^t*« n = 
sein bei jedem Wert des Ai^umentenvektors, was nur möglich ist, wenn 

(„ = /,^ = („ = 

356 (,, + (,, = 0, *», + *,^ = 0, t„ + U, = (i. 

Die Glieder t^x, t^,, t„ heißen die Diagonalglieder der linearen Vektor- 
funktion, die Obrigen sechs heißen die Seitenglieder. Bei einer sym- 
metrischen Vektorfunk tion sind also die Seitenglieder paarweise einander 
gleich, bei einer antimetrischen Vektorfunktion sind sie gleich, aber mit 
entgegengesetztem Vorzeichen. Außerdem müssen bei einer antimetri- 
schen Vektorfunktion die Diagonalglieder verschwinden. Eine symmetrische 
lineare Vektorfnnkidon ist durch sechs, eine antimetrische durch drei 
skalare Komponenten vollständig bestimmt. 

Es ist auch leicht eine Uneare Vektorfunktion in ihren symmetrischen 
und ihren antimetrischen Teil zu zerlegen. Man erhält, wie in § 36, 
fQr den symmetrischen Teil 

357 Tn = 4- (»ii + ♦,!,)= +i(M+Wx+<„r+4i±^4 
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244 S pann UDgen. 

und fQr den antimetriscben Teil 

358 en = -|-(fn-»..0= + i (- ^^^ X + -^"^^ z) 

Den letzten Ausdruck kann man auch in der Form 

i j 1 

358. en= -i- ((.,-(,.) -1- ((.,-(„) \(t„-i„) 
X Y Z 

schreibes, woraus wiederum folgt, dal) jede antimetrische TektoifDnktion 

als ein Vektorprodukt aus dem Vektor 

369 S! = ^ {i (f., - <„) + i «.. -(..) + !((,.- f.,)} 
und dem Aj^menteuTektor dargestellt werden kann: 
358b en = [3In]. 

Ab Beispiel eiaer symmetrischen linearen Vektoifunktion betrachten wir 
die elastische Spannung eines deformierten Körpers. An einem Punkte P dieses 
Körpers wählen wir ein Flächenelement , dessen Normaleneinheitsvektor n die 
Projektionen 

K = COS (n, i), /3 = cos (n, j), ;' = cos (n, t) 
haben mag. Die auf dieses Flächenelement wirkende elastische Spannung $" 
ist eine lineare Vektorfunktion von n, $■ = D n, deren Projektionen gegeben 
sind durch die Gleichungen*) 

360 iV" = T^f« + ff, ,? + T.^r 

P.' = T,.a-{-T,./9 + <Tsr- 

Wenn die Flächennormale n mit i, j oder { zusammenfallt, so erhält man die 
entsprechenden Spannungen, als Kolonnenvektoren von 3^0: 

$' = ni = iffx + ir,» + tr„ 
861 55' = nj = iT„^-\-iaf-i-tT,. 

^' = n! = ir„ + ir,, + rff,. 
Die Mormalkomponenten dieser Vektoren sind die Zug- oder Druckspannungen 
ffm iTy, a,, das sind die Diagonalglieder von 360. Die Seitenglieder sind die 
Schubspannungen, die einander paarweise gleich sind, 



) Vgl, G. Hamel, Elementare Mechanik. 1912, S. S20— 822. 
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§ 37 Zwei konjugierte VektorfanktioneD. 245 

so daß n n eine syiBmetrische lineare Vektorfunklion ist. Wenn n und n' zwei 
beliebig gerichtete Einheitsvektoren sind, so sieht man sofort, daß die Beziehung 

362 n(nn') = n'(nn) oder n?li"' = n'¥" 

erfüllt sein muß. (Vgl. die Aufgabe 133, S. 240,) 

Als zweites Beispiel betrachten wir die zwei konjugierten linearen 
Vektorfunktionen des Vektors n (vgl. die Lösung der Aufgabe 89, 
3. 206): 

und 

364 „gr.d.S = n,„= +i[^X + ^Y + ^z) 

Da aber 

grad (n ä) = n grad • 4 + [n rot s], 

so ist der symmetrische Teil von 363 

365 -|- (n n + n.n) = it grad • 6 + -^ [tt rot s] 
und der antimetriscbe Teil 

366 -|-(nn-n.n) = -|- [n r«t s]. 

Wir werden in der Affinoranalysis sehen, daß man auch ohne 
Zerlegung in Komponenten beweisen kann, daß grad (nA) und n grad ■ i 
konjugiert« Vektorfunktionen sind. 

Wir wollen jetzt eine symmetrische lineare Funktion des Radius- 
rektors betrachten: 

367 TT = x' = i2f-\-iy'-\-tz'. 

Ihre Projektionen auf die zu den Orundvektoren parallelen rechtwink- 
ligen Koordinatenachsen sind lineare Funktionen der Projektionen x, y, z 
des Radiusvektors r: 

a/ = txxx + tx^y + tg,z 
367a y'=t^fX-^t,^y-\'ty.e 

^ = tx,x + t^,y + tt,z. 
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246 Tenaorellipsoid. AchseD. Eonstitueaten. § 37 

Bereclineti wir das skalare Produkt (Formel 28, S. 20) 

S68 rr' = t„x* + t„y* + t..ji' + 2t,,t/g + 2t,,zx + 2i^,xy = ?, 

80 bemerken wir, dnfi 

t' ist also parallel zu der Normale der Fläche ? = coast. in dem 
Punkte, dessen Radiusvektor l ist. Hieraus folgt eine einfache £on* 
struktion zur Bestimmung von t^ als Funktion von r. Betrachten wir 
alle Rftdienvektoren, deren Endpunkte F auf der Fläche 

870 <p = 1 = t„x' + ^^j/» + („ g^ + 2t^.ye + 2t.^ex + 2t,,xp 
liegen. Für einen Radiusvektor v~OP wird dann 

rr'=l. 
Legen wir durch den Funkt P eine Tangentialebene zu der Fläche, so 
lUllt r', nach 369, in die Richtung des Lotes OP' auf diese Tangential- 
ebene (F^. 48). Der Betrag von t' ist 
^'S- *^' gleich dem reziproken Betrag der Projektion 

von OP auf die Normale, also 

Wird der Radiusrektor in einem bestimm- 
ten Verhältnis länger oder kurzer als P, 
so ändert sich r' im selben Verhältnis, es 
verhält sich aber immer der Betrag von x' 

zum Betrag von i wie -QpT zu P. 

Die Fläche 370 wird gewöhnlich das 
Tensorellipsoid genannt, obwohl sie nicht nur ein Ellipsoid, sondern, 
je nach Beschaffenheit der Koei^zienten t, eine beliebige Mittelpunkts- 
fläche zweiten Grades sein kann. Aus der analytischen Geometrie weiß 
man, daS eine solche Fläche im allgemeinen drei Symmetrieachsen be- 
sitzt, deren Richtungen wir mit i,, j,, {, bezeichnen wollen. Wählt man 
ein neues Koordinatensystem Ox^y^Zi, dessen Achsen parallel zu den 
Vektoren i^, j,, (j sind, so vereinfacht sich die Gleichuug 370 zu 
370a f = 1 = ax,' + bifj- + cg^', 

und die lineare Vektorfunktion Tr nimmt die einfache Form 

871 t'= Tr = ax^ii -\- byji -\- czJ^ 

an. Ist der Ai^umentenrektor i parallel zu einer der Achsen des Tensor- 
ellipsoids, so ist auch T i parallel zu dieser Achse. Man kann also 
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§ 37 SchiefwiDklige KoordiaBten. 247 

jede eymmetrische lineare Yektorf unktioa in die ein' 
fache Form 371 bringen. Die Eoe^ienten a, i, c heißen die 
Konstituenten der linearen Yektorfnnktion. Zur vollständigen Be- 
stimmung dieser linearen Yektorfunktion muß man aber außer den drei 
Konstituenten auch die Lage des Achsenkreuzes Oxitf^g^ bestimmen, 
wozu auch drei Zahlenangaben notwendig sind. Die tatsächliche Be- 
rechnung der Konstituenten und der Sichtungen i^, j,, tj aus den Ko- 
effizienten der Gleichung 370 ist in den Lehrbachem der analytiBchen 
Geometrie durchgeführt (siehe auch das zitierte Buch «Tensoren und 
Djaden* yon E. Budde, S. 35). Die speziellen Ausartungen der Glei- 
chung 370 sind leicht zu diskutieren. Wir wollen diese Diskussion dem 
Leser Überlassen. 

Wir haben bis jetzt die Darstellung der linearen Vektorfunktionen in 
rechtwinkligen Koordinaten betrachtet, es steht aber nichts im Wege eine lineare 
Vektoriiinktion auch in schiefwinkligen Koordinaten darzastellen. Wählt 
man z. B. die Achsen eines Koordinatensystems Oa/ y* / parallel zu drei be- 
liebigen Einheitsvektoren a', V, d, so kann man jede lineare Vektorfiinktion 
B = ♦n in der Form 

v^ = t^JH + *,/ Y* -j- /„'Z' 
S72 V = *»'^' ■¥ *»»' r' + ^.'^ 

V,' = t,JX' + t,^' T -\- t„'Z 

darstellen, wo «y, o/, v^ und 2*, Y', Z die Parallelprojektionen von 
V und n auf die schiefwinkligen Koordinatenachsen sind. Wählt man drei 
andere Einheitsvektoren a", V, c" parallel zu den Achsen eines neuen Koordi- 
natensystems Oa;" y *" und bezeicjinet mit v«", p/', p»" und X", Y", Z" die 
Parallclprojektionen von o und n tn diesem neuen Koordinatensystem, so kann 
man dieselbe Vektorfunktion auch in der Form 

v^> = UJ':S' + Ut"T' + Uj'Z" 
373 v' = '»-"Z" + f,/'r"-f-'r."^' 

vt'i = t. J' X" + U /' Y" + t, /' Z" 
darstellen. Es ist leicht, sich zu äberzeugen, dafi die neun Koeffizienten txJ, 
txj/, ■ ■ ■ Um' lineare und homogene Funktionen der Koeffizienten tmJ't taj't • • • 
t,t" sind und außerdem homogene quadratische Funktionen der neun 
Kosinusse 

a'of'. o'6", a'c", ...,{'tf' 

der Winkel zwischen den alten und den neuen Achsen sind. 

Die charakteristischen Beziehungen 355 und 356 für symmetrische und 
antimetrische Vektorfunktionen gelten nicht mehr bei der Darstellung 
in schiefwinkligen Koordinaten. Es können also bei der Darstellung 
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AafBachnng der Achsen. 



j«7 



zwischen den Seitengiiedern einer Vektor- 



in schiefwinkligen Koordinatei 
fuoktion 4*11 die Beziehungen 

inj ~ t,J, t^J = (,/, t,J = t^,' 
bestehen, ohne daß ^n eine symmetrische Vektorfunktion ist. 

Wir wollen jetzt versuchen solche Richtungen des Argument envektors n 
zu finden, für die die Vektorfunktion <t'n parallel zu n wird. Dann wird, 
mit einem zunächst noch unbekannten skalaren Faktor ). 

374 D = *n = in. 

Um die gesuchten Richtungen von n zu finden, zerlegen wir diese Vektor- 
gleichung, unter Benutzung von 372, in drei skalare Gleichungen 

v^ — lX' = iUJ — A)X' + t^jT -i- ts.'2P — 

375 1.V —IY> = t^J X + (i,/ — i) r' 4- t^.'Z? = 
V.' —XZ' =t.JX' + t,s'Y' +(t„' — X)Z' = 0. 

Diese drei linearen und homogenen Gleichungen liefern für X', X', Z nur 
dann von Null verschiedene Werte, wenn die Determinante ihrer Koeffizientea 
verschwindet, wenn also 









Dieses ist eine Gleichung dritten Grades für l^ die, ausgerechnet, die Form 
377 ?.' — S,'i' -f- Sj'A — Sj' = 

annimmt, mit 

S/ = (,/ + (,/ + („' 

I t^J U \ I UJ tnJ ' I Uj tgf' I 



378 



v= 



'*/ 



83'= i U' 



f.,' 



Für jeden Wert von X, der die Gleichung 377 befriedigt, kann man aus 37; 
itt Verhältnis X: r:Z der Paraliclprojektionen, also auch die Richtung de» 
entsprechenden Vektors 0n berechnen. Wir wollen hier diese Untersuchung 
nicht weiter verfolgen und verweisen den Leser auf das bereits zitierte Lehr- 
buch von Budde. 

Aufgabe 139. Die Far aday-Maxwellschen Spannnungen in 
einem isotropen KQrper können durch die lineare Funktion des Einfaeits- 
Tcktors n, 

*ii--^ ((£-Cn--|-(£»*n) 
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§ 88 Aufgaben. 249 

dargestellt werden. Man zeige, dafi der Betri^ dieser Vektorfunktion 
unabhängig ist von der Richtung des Einheitsvektors ii, und berechne 
die Bestini mungszahlen dieser Funktion in Abhängigkeit von den Pro- 
jektionen Ei, Ef, El Ton @ auf die rechtwinkligen Koordinatenachsen 
Ox, Oy, Oz. 

♦Aufgabe 140. 

a) Wie ist eine lineare Vektorfunktion beschaffen , deren Bestim- 
inungszahteQ die Gleichungen 

tx;,* + W + «..* = 1 '«.'j-^ + txyU» + t^'t,' — 
'y-* + '»y' + 'f-* = li ^^'z^ + fj-y'-y +'yW,. =0 
'zx' + ^y* + t,,^ = 1 t,:.t^^ + t,^tiy + t„ 1^. = 

befriedigen 'i 

b) Wie ist eine lineare Vektorfunktion beschaEFen, deren Bestim- 
mnngszahlen die Proportionen 

U^ : tgr : *„ = U, : <,„ : U^= t., : t». : t„ 
erfOUen? Was bedeutet die weitere Bedingung ti^ + ig» + '/« = 0? 

^Aufgabe Hl. Man zeige, daß das Verschwinden der Determinante 
aus den Bestimmungszahlen einer linearen Vektorfunktion, 

tii Un t^. 

f^, t^^ t,, =0, 

t,i t.^ t„ 
eine notwendige und hinreichende Bedingung dafDr ist, daß sich die 
Vektorfunktion auf eine Summe von zwei Ausdrücken der Form ^ • ^ tt 
reduzieren läßt. 

♦Aufgabe U2. 

a) Man berechne die Bestimmungszahlen der linearen Vektor- 
funktion ko^n als Funktionen der gegebenen Bestimmungszahlen einer 
linearen Vektorfunktion n. 

b) Man beweise, daß'das identische Verschwinden der linearen Vektor- 
funktion ko<t>n eine notwendige und hinreichende Bedingung dafllr ist, 
daß sich die lineare Vektorfunktion 01t in der Form 3( • 99n darstellen läßt. 

Kapitel IL 
Affinoratgeb». 

§ 38. Affine Raumtransformationen. Affinoren. 
Wir haben bis jetzt das Zeichen 4> in einer linearen Vektorfunk- 
tion <t>n lediglich als Funktionszeichen einer mit dem Ai^mentearektor n 
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250 Affine RaumtraDsformatioD. § 88 

auszufDhrenden Operation betrachtet. Mao kann abar auch den Yettor 4*n 
als ein Produkt aus einer geometrischen QrOfie höherer Ord- 
nun({ <t> und dem Vektor n betrachten. Solche Produkte werden wir 
später näher studieren, können aber jetzt schon bemerken, daß sie dis- 
tributiT sind ; denn nach den fQr lineare VektorfanktioDen allgemein 
gültigen Gleichungen 326 und 327 ist 

879 ♦(n + nO = 1>» + 't>n', 

380 X<t»n = <t>(Xn). 

Wir wollen für diese Produkte keine besonderen Multiplikationszeichen 
benutzen, das Produkt wird einfach durch NebeneiDanderschreibeo der 
Größe <P und des Yektors n angedeutet: Das ist dieselbe Schreibweise, 
die wir fQr skalare Produkte zweier Vektoren benutzt haben. Das Pro- 
dukt <t>n wollen wir auch skalares Produkt aus der Größe und 
dem Vektor n nennen, doch ist dieses skalare Produkt kein SkaUr, 
sondern ein Vektor. 

Die GröSe ^ wird von verschiedenen Autoren Terscbieden benannt. 
Gibbs nennt sie .dyadic', was ins Deutsche schwer zu Übersetzen ist. 
Burali-Forti und Marcolongo gebrauchen die Bezeichnung „vekto- 
rielle Homographie", Budde hat den Namen „Diatensor* rorgeschli^eD, 
Mehmke spricht hier im Anschluß anGraßmann von ,BrQchen*. Wir 
wollen fDr diese Größe den von F. Jung vorgeschl^enen Namen ,Af- 
finor' benutzen und werden die Affinoren zur Unterscheidung von 
Skalaren und Vektoren durch große griechische Buchstaben be- 
zeichnen. Der Name Affinor rührt daher, daß jede lineare Funktion 
des Badiusvektors eine affine ßaumtransformation bestimmt. Eine 
Raumtransformation heißt affin, wenn bei ihr alle parallelen Geraden 
gerade und parallel und folglich auch alle parallelen Ebenen eben und 
parallel bleiben. Es ist leicht zu zeigen, daß jede lineare Funktion des 
Radiusvektors wirklich eine solche Raumtransformation bestimmt. Der 
Endpunkt des Radiusrektors beschreibe z. B. die Gerade 

r = 9J + X ^ {X variabler Parameter). 
Diese Gerade ist parallel zu dem Vektor B. Multiplizieren wir jetzt 
einen Affinor mit dem Radiusvektor t, so beschreibt der Endpunkt des 
transformierton Radiusrektors i/ = <t> r die zu 09 parallele Gerade 

r' = (3t -[- X») = 0ä + X0». 

Bleibt die Richtung von 9 konstant, so bleibt auch die Richtung von 
09 konstant; parallele Geraden transformieren sich in parallele Geraden. 
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§ 38 Affine Tnuuformation von eDdlichen Strecken. 251 

Ebenso transfonniert sicli die Ebene 

r = a + ).9 + (<.G (X, [i Tariable Parameter) 
in die Ebene 

Die gegebene Ebene ist senkrecht zu [S9 S], die transformierte Ebene ist 
senkrecht zu [(<t>B) (<t> ß)]. Wir wissen aber aus der Aufgabe 135 a, 
daß [(<t>g3) («1)6)] =ko*[a3e] eine lineare Funktion des Vektors [»£] 
ist. Bleibt [SQtS,] konstant, so bleibt auch ko<P [33 6] konstant; parallele 
Ebenen transformieren sieb in parallele Ebenen. Dieses ist übrigens 
eine Folge davon, daß sich parallele Geraden in parallele Geraden traa.s- 
formieren, weil doch jede Ebene durch die Richtungen zweier ihr paral- 
leler Geraden bestimmt werden kann. 

Eine Ausnahme bilden solche Affineren, die den ganzen Raum auf eine 
Gerade oder auf eine Ebene abbilden. Das ist immer der Fall, wenn 0n für 
bestimmte Richtungen des Argument envektors verschwindet. Eine lineare Vektor- 
funktioD 4'n, die für drei nichtkomplanare Werte von n verschwindet, ist aber 
nach Aufgabe iji identisch Null. Verschwindet 4^11 für zwei nichtparallele 
Richtungen des Argumentenvektors , z. B. 4>a = und 't'8 = 0, so wird für 
einen beliebigen Wert von t der transformierte Radiusvektor r' = <^r parallel 
zu [4*318] (Aufgabe 131b, Lösungen). Der ganze Raum wird auf die Gerade 

r' = o!<t[a39] (« variabler Parameter) 

abgebildet. Verschwindet aber 0n nur für eine bestimmte Richtung des Argu- 
mente nvektors , z, B, <t>ä = 0, so wird für alle Radienvektoren r der trans- 
formierte Radiusvektor r' = ♦r senkrecht zu ko<t'2[ (Aufgabe ij6). Der ganze 
Raum wird auf die zu ko<t>3I senkrechte Ebene 

rko*» = 
plattgedrückt. 

Betrachtet man eine endliche Strecke 



und die transformierte Strecke 

so sieht man, daß alle parallelen Strecken bei einer affinen Raumtrans- 
formation in gleicher Weise gedreht und im gleichen Verhältnis gedehnt 
oder verkürzt werden; denn die Richtung des Vektors ^% ändert aich 
nur mit der Richtung von % und bei gegebener Richtung von 3t ist der 
Betrag von ^ % proportional dem Betrag tob %. 
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252 Transformation des vertretenden Vektors. § 38 

Ein aus zwei Strecken % und fß gebildetes Parallelogramm geht 
durch die affine Transformation in ein Parallelogramm Über, dessen Seiten 
ä( und <t>93 sind. Das gegebene Parallelogramm kann durch das Vektor- 
produkt [31 SB] dargestellt werden , das transformierte Parallelogramm 
durch das Vektorprodukt [(<t>3l) (<P'Ö)] = ko* [9133] {vgl. Aufgabe 135, 
S. 240). Solange [%^] konstant bleibt, bleibt auch ko0 [3(33] konstant. 
Hieraus folgt, daß alle in parallelen Ebenen gelegenen Parallelogramme 
sich bei einer affinen Transformation in gleicher Weise transformieren. 
Da man aber eine beliebige ebene Fläche in eine Anzahl Parallelogramme 
zerlegen und durch einen Vektor f darstellen kann, so kann man jede 
solche Fläche nach der affinen Transformation durch den Vektor ko<t>f 
darstellen. 

Dabei ist zu beachten, daß der Vektor <t>f im allgemeinen von 
ko<(f verschieden ist. Eine ebene Fläche transformiert sich 
also anders als der Bie darstellende Vektor. Aus diesem 
Grunde betonen die Vektoranalytiker der Graßmannschen Schule den 
Unterschied zwischen dem «äußeren Produkt" und dem „Vektorprodukt" 
aus zwei Vektoren 3( und ^. Das äußere Produkt ist nach ihnen das 
aus den Vektoren % und B gebildete Parallelogramm selbst. Das Vektor- 
produkt ist die .Ergänzung* dieses Parallelogramms; die Definition des 
Vektorproduktes stimmt mit der in diesem Buche gegebenen Definition 
überein. In diesem Buche haben wir zwischen dem äußeren und dem 
Vektorprodukt nicht unterschieden. Das ist aber natürlich nicht falsch: 
wenn wir Ton einem Flächenelement df sprechen, so denken wir uns ein 
durch den Vektor ^f dargestelltes Flächenelement. Eine Kraft ist, 
streng genommen, auch kein Vektor, sondern sie kann nur durch einen 
Vektor dargestellt werden; denn dieselbe Kraft muß durch verschieden 
lange Vektoren dargestellt werden, wenn man die Zeiteinheit oder die 
Masseneinheit ändert. 

Die lineare Vektorfunktion ko0 n kann auch als Produkt des Af- 
finors ko0 und des Vektors il aufgefaßt werden. Diesen Affinor wollen 
wir den ,Koaffinor des Affinors 0* nennen'"). Wird eine aifine 
Baumtransformation durch Multiplikation aller Strecken mit dem AfBnor 4> 
erzeugt, so werden alle ebenen Flächen durch Multiplikation des ver- 
tFet«nden Vektors mit dem Affiner koO transformiert. Das heißt: jede 
durch den Vektor f dargestellte ebene Fläche transformiert sich in eine 

*) Budde nennt den Koafflnor .KodiateDsor", Burali-Porti und Marco- 
longo erhalten aus dem gegebenen Ätlnor den Koaffinor durch Multiplikation mit 
dem ,OperiLtenr R' (Transformations lin^aires. S. 38). 
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durch den Vektor ko4>f dargestellte Fläche. Nur, wenn die Raum- 

iransformation eine einfache Drehung ist, wird 

381 ko«f = *f 

{Aufgabe 135b); dann transformieren sich die ebenen Flächen genau so, 

wie die sie darstellenden Vektoren. Ein Affinor 0, der die Gleichung 381 

«rßlllt, heißt ein Versor, weil die durch ihn bewirkte Raumtransfor- 

mation eine einfache Drehung ist. 

Hin Parallelepiped, dessen Kanten 9, 9, 6 sind, transfor- 
miert sich in ein Parallelepiped mit den Kanten ^31, <I>S, 0S. Sein 
Volumen transformiert sich von 3( S & zu 

(f ai) (<P ©) (♦ 6) = (ko<t> [a m) ♦ 6- 

Bleiben die Richtungen von % fÖ, S konstant und ändern sich nur ihre 
Längen, so ist es klar, daß das transformierte Volumen dem gegebenen 
Volumen 91 39 6^ proportional bleibt. Da man aber einen beliebig ge- 
staReten Körper, mit einer unbegrenzten Genauigkeit als Summe von 
Parallelepipeden mit den zu 3(, fö, (S parallelen Kanten darstellen kann, 
80 wird auch jeder KOrper bei der Raumtransformation in demselben 
Verhältnis TergrSßert. Dieses Verhältnis ist also von der Wahl der 
Vektoren 3C, 9, @ unabhängig, so daß wir schreiben können 
(ko* [«»])* IS 

Den Skalar S, (0) nennt man auch die dritte Invariante oder auch 
den dritten Skalar des AfGnors (vgl. Aufgabe 14S). 

Ist die dritte Invariante eines Affinors negativ, so heißt dies, 
daß die Vektorentripel %, %l, S and 31, 33, S verschieden orientierte 
Achsenkreuze bilden (Rechtssystem und Linkssystem) , die affine Trans- 
formation enthält also auch eine Spiegelung, durch die alle rechts^ngigen 
Achsenkreuze in linksgängige transformiert werden und umgekehrt. 

^Aufgabe 143. Man beweise, daß die Skalare 
g /.K-)^ [up]0id + [did10u + [ipu]0p 

. ^ u [(0») (011')] + p [(»n») (0u)] + ro [(0u)(0o)] 

3^(^)^ (0U)(0.)(0«,) 

von der Wahl der nichtkomplanaren Vektoren u, v, n) unabhängig lind. 
Sie heißen deswegen Invarianten oder Skalare des Affinors 0, 
und zwar heißt S, (0) der erste SkaUr, S, (0) der zweite Skalar und 
S, (0) der dritte Skalar von 0. 
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^Aufgabe 144. Uan zeige, daS ein planarer Affinor niemals ein 
Koa^nor eines anderen Aflinors sein kann. (Ein Affinor heißt plana: 
wenn das Produkt (p n fQr eine und nur eine Richtung von n vei 
schwindet.) 

'Aufgabe 145. Man zeige, daß fOr alle Werte des Skalars m di 
Gleichung 

ko {»(<t>) =»M» ko0 

gilt. (Insbesondere ist auch ko (— 4>) = ko<t>.) 

§ 39. Dyadische Produkte und Dyaden. 

Wir haben gesehen, daB man eine lineare Vektorfunktion durch 
drei Vektoren oder neun Bestimmungszablen darstellen kann. Jetzt 
wollen wir auch die Af&noren durch Vektoren darzustellen versuchen. 
Betrachten wir z. B. die einfache Vektorfunktion <~ 

383 <t>R = 3t-»n. 

Der Affinor ^ ist offenbar eine Funktion von 91 und 9; wir wollen ihn 
durch den Ausdruck 

SSSft <t> = «-0 

bezeichnen. (Sprich: ,31 Punkt 39' oder, nach Vorschlag von Budde, 
,3 Dyas 33*.) Einen solchen Affinor nennen wir nach Gibbs eine 
Dyade. Der vor dem Trennpunkt stehende Vektor 2 heiflt hier der 
Antezedent oder Linksfaktor, der hinter dem Trennpunkt stehende 
Vektor 9 der Konsequent oder Rechtsf aktor der Djade % • 8. Diese 
Bezeichnungen entsprechen durchaus den ftlr lineare Vektorftinktionen 
eingeführten. Man kann eine Dyade nicht durch eine geometrische Figur 
unmittelbar reranschaulichen , wie man z. B. einen Vektor durch eine 
gerichtete Strecke reranschaulicben kann. Aber, wie ein Vektor durch 
seine Projektionen, d. h. durch seine skalaren Produkte mit anderen 
Vektoren definiert werden kann, so kann auch eine Dyade durch ihre 
, skalaren Produkte* mit gegebenen Vektoren definiert werden. Man 
bildet das skalare Produkt einer Dyade 91 • 99 mit einem Vektor n, 
indem man den Antezedenten % mit dem skalaren Produkt 8 n aus dem 
Konsequenten 93 und dem Vektor n multipliziert. In Übereinstimmung 
mit der bisher benutzten Schreibweise für gewShnlicbe skalare Produkte, 
wollen wir auch das skalare Produkt einer Dyade mit einem Vektor 
durch Nebeneinanderschreiben der beiden Faktoren darstellen: 
S84 («•e)n = «-en. 
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Dieses skalsre Produkt ist also ein Vektor, der za dem Ante- 
zedenten parallel ist. Kennt man diese Produkte ftlr alle RichtunfifeD 
des Vektors n, so kann man hieraus die Dyade vollständ^ bestimmeti. 
Es genfigt aber zur Bestimmung der Dyade auch die Kenntnis dieser 
Produkte fUr drei beliebige nichtkomplanare Riebtungen von n. 

Es sei z. B. für drei Vektoren iti, Itj, Itj 

it>ni = A,ö, 4'n, = Aja, ♦nj = A38, 
wo <t> eine zu bestimmende Dyade ist. Schreiben wir diese Dyade in der 
Form <t* = ai • ©, so werden die drei Gleichungen zu 

3l.g3n, = Ai8, «•Sna = A,9, a.»ftj = ;ts«. 
Hieraus enmehmen wir ä = 8 und 8 = AiRj' + ^i«/ + i-sTt^', so daß 
885 "J) = a - » = 8 • (i,i n/ + A^»,' + ;i3n3'), 

wo iij', Uj', Ug' das zu H|, nj, n, reziproke Vektorentripcl ist (vgl. die 
Formel 33, S. 17). Die Kenntnis der drei skalaren Produkte genügt also, um 
die Dyade vollständig zu bestimmen. 

Aus dieser Definition des skalaren Produktes geht hervor, daß die 
Dyadeu ä * 9 und m S ■ — 9 nicht als verschieden angesehen werden 
dürfen, denn man erhält durch skalare Multiplikation mit dem Vektor n 
(m a . -^ S) n = jhS . -^ 9n = 9t • Sn, 

bei einem beliebigen Werte des Skalars m. Zur Tollstfindigen Bestim- 
mung einer Dyade bedarf es also der Angabe von fUnf Zahlen: je zwei 
Zahlenangaben sind nßtig zur Bestimmung der Richtungen des Ante- 
zedenten und des Konsequenten und eine Zahlenangabe ist nötig zur Be- 
stimmung das Produktes ihrer Betr%e. (Da durch Angabe der Rich- 
tungen der Vektoren % SO auch der Winkel zwischen ihnen mitbestimmt 
wird, so kann man auch das skalare Produkt 319 = J.S cos (S, ä9) an- 
statt des Produktes AB der Beträge angeben.) Zwei Dyaden sind also 
gleich, wenn ihre Antezedenten und ihre Konsequenten parallel sind, und 
wenn außerdem die skalaren Produkte der Antezedenten mit den Kon- 
sequenten in beiden Dyaden denselben Wert haben. 

Wir haben gesehen, daß jede lineare Vektorfunktion als Summe 
von Ausdrucken der Form 3[ • Sl 11 darstellbar ist. Infolgedessen kann 
man auch jeden Affiner als Summe von Dyaden darstellen. Be- 
trachten wir zunächst die drei Dyaden mit gleichen Antezedenten, 
*, = 3t.S„ '|), = 9t-B, und * = 3t . (», + »,). 
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HultipliziereD wir diese Dyaden mit einem beliebigen Vektor tl, so gilt 

die Gleichung 

386 ä • S, n + a - «, n = 21 • («. + %) » 

oder 

386a (t>, n + <P. II = 4» n = (*, -!- *,) n. 

Da diese Gleichungen fDr jeden Wert des Vektors it richtig sind, so 

wird auch 

887 «.»,-(-«.», = a . (8, + ».). 

In genau gleicher Weise kann man beweisen, daß aach 

387a a, . » + a, . » = (sr, + a,) • »■ 

Diese Gleichungen sind sehr wichtig: Bis jetzt konnten wir den Treon- 
punkt zwischen den Vektoren einer Dyade lediglich als Zeichen einer 
gewissen Verknüpfung zwischen diesen Vektoren betrachten; die For- 
meln 387 und 387a zeigen aber, daß diese Verknüpfung distributiv 
ist in bezng auf die Addition. Man kann deswegen die Dyade als ein 
neues Produkt von a und 9 auifassen, das wir als .dyadisches Produkt* 
bezeichnen, und den Trennpunkt als Zeichen der dyadischen Multi- 
plikation betrachten. Diese Definition steht nicht in Widerspruch mit 
der bisherigen Benutzung des Trennpunktes in den Formeln des ersten 
und des zweiten Teiles dieses Buches; sie zeigt aber, daß man alle diese 
Formeln auch von dem neuen Gesichtspunkt der dyodischen Multiplikation 
betrachten kann, wie wir es bei den weiteren Ausführungen noch besser 
sehen werden. Statt von dyadischen Produkten sprach Graßmann von 
sbestimmungslosen", Gibbs von «unbestimmten' Produkten. 

Es besteht keine Einheitlichkeit in der Wahl des Multiplikationszeichens 
für dyadische Produkte. Gibbs hat dyadischc Produkte durch ncbeneiDander- 
gcschriebenc Vektoren angedeutet, er bezeichnet z. B. die Dyade a • % mit a S. 
Jaumann und im Anschluß an ihn v. Ignatowsky, Gans, Valentincr, 
Budde benutzen das Semikoloa als Multiplikatiooszeichen. Es gibt auch noch 
andere Bezeichnungen für diese Produkte; Burali-Forti und Marcolongo 
benutzen für eine Dyade a • 93 sogar die Bezeichnung H (S, %), Es ist aber 
zweckmäßig, keine neuen Zeichen einzufulireD, wenn man auch mit den alten 
auskommen kann, und es ist gewiß kein Vorteil, wenn man die Gleichung 
{a-9)n = a«Sit in der Form (a;S)n = a«Sn oder gar in der Form 
H (93 , a)n = a • 9n schreiben muß. Prinzipiell entspricht unsere Bezeichnungs- 
weise der Gibbsschen, nur benutzen wir das Gibbssche Zeichen der skalaren 
Multiplikation (den Punkt) als Zeichen der dyadischen Multiplikation und ge- 
brauchen nebeneinandergeschriebene Vektoren zur Bezeichnung eines skalaren 
und nicht eines dyadischen Produktes. 
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Das dyadische Produkt ist nicht: kommutativ, denn durch 
Vertauschung des Antezedenteu mit dem Konsequeoten einer Djade 
$ = 31 • ^ erhält man im allgemeinen eine andere Dyade 4>< = 99 ■ Sl, die 
wir die zu <!' konjugierte Dyade nennen wollen. (Diese Definition 
entspricht durchaus der Definition , die wir fUr die zu einer gegebenen 
konjugierte lineare Vektorfunktion gegeben haben.) 

Solange man nur mit Produkten von zwei Vektoren zu tun hat, 
ist es nicht nötig, zu fragen, ob das Produkt assoziativ ist oder nicht. 
Die dyadischen Produkte zweier Vektoren sind keine Vektoren mehr, 
sondern Dyaden. Ebenso sind die dyadischen Produkte von drei, vier usw. 
Vektoren geometrische Größen noch höherer Ordnung, als die Dyaden, 
nämlich Triaden, Tetraden usw. Es sei bemerkt, daS solche Produkte 
assoziativ sind, daß man also z. B. schreiben kann 

3t • (58 • 6) = C'l ■ ö) • e = 3( . 33 . e. 
Es di^ngt sich aber jetzt die Frage auf: Ist das skalare Pro- 
dukt einer Dyade mit einem Vektor kommutativ? Bis jetzt haben 
wir immer die Dyade als ersten Faktor (Präfaktor) und den Vektor als 
zweiten Faktor (Postfaktor) benutzt. Was geschieht aber, wenn wir 
die Dyade als Postfaktor benutzen, also das skalare Produkt n (91 ■ ^) 
zu bestimmen suchen? Es gibt keine notwendige Antwort auf diese 
Frage, denn es ist jede Definition dieses Produktes zulässig, die der 
früher gegebenen Definition (91 • 33) n = 31 • ©n nicht widerspricht. Wir 
wollen die sehr naheliegende Festsetzung treffen, daß 

388 «(9t.S) = it«.9 

ist. In Worten: Das skalare Produkt eines Vektors als Präfaktor mit 
einer Dyade als Poslfaktor ist gleich dem Konsequenten der Dyade mal 
dem Skalaren Produkt des Präfaktors mit dem Antezedenten der Dyade. 
Aus dieser Definition folgt sofort, daß für jede Dyade $ die Gleichung 

389 ii*^*,!i 

gilt, denn die zu 4* = !Jl • 3) konjugierte Dyade ist <}); ^ 33 • 31 und 
wegen 388 

11 CJC • :ö) = II 3( • Sl = (93 ■ 3t) rt = (31 • 91), ii. 

Ändert man die Reihenfolge der Faktoren in dem skalaren 
Produkt einer Dyade mit einem Vektor, so muß man die ge- 
gebene Dyade durch die konjugierte Dyade ersetzen, wenn 
dabei das skalare Produkt ungeändert bleiben soll. Dieses 
Produkt ist also nur dann kommutativ, wenn die gegebene Dyade ihrer 
konjugierten Dyade gleich ist. Eine solche Dyade nennt man eine sym- 
Bplslrciu, Vehtarreohonns- ]7 
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metrische oder aelbstkonjugierte Dyade. Es üt klar, daß eine 
Dyade <t> = 9 • 9 nur dftnn selbstkonjugiwt sein kann, 

390 * = 4»c, 

wenn ihr Antezedent parallel ihrem Konsequenten ist, d. h. wenn 

391 [aiB] = o. 

Burali-Forti und Marcolongo betrachten alte Affineren lediglich 
als Operatoren (Fuaktionszeichen) und benutzen sie deswegen nur als Prä- 
faktoren, Für sie hat also der Ausdruck r4> überhaupt keinen Sinn und wird 
. von ihnen deswegen stets durch den ihm gleichen Ausdruck ^t tt ersetzt. Es 
ist aber nicht empfehlenswert, durch eine solche Beschränkung die Schmieg- 
samkeit der Affinorrechnung zu beeinträchtigen. Will man aber vermeiden, dafi 
je nach der Reihenfolge der Faktoren zwei verschiedene Definitionen des skalaren 
Produktes notwendig werden, so kann man auch zwischen der »Dyade als Prä- 
faktor gebraucht« und der iDyade als Postfaktor gebraucht« unterscheiden. 
Doch ist diese Unterscheidung nicht notwendig, und man kann auch eine allge- 
meine Definition des skalaren Produktes aus 4> und n benutzen, nämlich die, 
daß dieses Produkt gleich dem durch den Punkt von n getrennten Vektor der 
Dyade ist, mal dem skalaren Produkt aus n und dem nächstliegenden Vektor 
von 0. 

Multipliziert man den Vektor Ri(t> skalar mit dem Vektor n, so 
erhält man einen Skalar (m<t>)n. Man sieht sofort, daß dieser Skalar 
auch gleich dem skalaren Produkt der Vektoren 4>tt und tn ist, weil 
man für jede Dyade "J* = ä • S nach den Regeln der skalaren Multipli- 
kation schreiben kann 

(m9t-33}n = m3[.33n 
und ebenso 

(21 ■ S n) m = m 2t • S n. 

Die zeitliche Reihenfolge, in der man die Dyade <l> mit den beiden Vek- 
toren m und n multipliziert, hat keinen Einäuß auf das Produkt. Wir 
können also die Elanunem weglassen und dieses Produkt einfach in der 
Form 

392 m it = (m (|>) II = m {* n) 

schreiben. Wenn dieses Produkt Null ist, so heißt das, daß entweder 
oder m oder n Null ist oder daß n senkrecht zu dem Konsequenten 
oder m senkrecht zu dem Äntezedenten von 4> ist Dieses Produkt ist 
aber nicht kommutativ. Für jede Dyade := S • 33 gilt 

oder 

393 m 4> n = n 4><, tn. 
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Nur wenn die Dyade symmetrisch ist, kann mui die Faktoren m und n 
vertauschen, ohne den Wert des Produktfis zu ändern. 

'^Aufgabe 146. Man berechne den ersten , zweiten und dritten 
Skalar und den Koaffinor der Djade <t> = 3t • 9 als Funktionen der 
Vektoren St und 9. 

'Aufgabe 147. Man zeige, daß es keine Dyade gibt, fQr die die 
Gleichung 

m<l>n + n<t>m = 

für beliebige Werte der Vektoren m, n gilt. 

§ 40. Affinoren als Dyadensummen. 

Ein beliebiger AfBnor kann immer als eine Summe von Dyadeo 
dargestellt werden, denn jede lineare Vektorfunktion kann nach 882, S. 236 
als eine Summe 

332 <f n ^^ a, . 8, n + a, . S, n + . . . 4- 31. • S. n 

dargestellt werden, woraus folgt: 

394 <f = a, • »I + 31, ■ Ö, + . . ■ + 3tv aSv. 

Diese Dyadensumme ist nur dann auch selbst eine Dyade, wenn sie 
sich in der Form a • 9 darstellen Ußt; im allgemeinen ist dies aber 
nicht der Fall, und eine Dyadensumme kann Eigenschaften haben, die 
eine Dyade nicht hat*). 

Es ist leicht, die fOr die linearen Vektorfunktionen abgeleiteten 
Sätze auf die Afänoren zu flbertragen. Wir wollen zunächst, wie bei 
linearen Vektorfunktionen, die Vektoren a,, a, , . . . .Antezedenten' (Links- 
faktoren), die Vektoren 99,, 39i, . . . .Konsequenten' (Rechtsfaktoren) des 
Affinors ^ nennen. Es ist auch klar (vgl. die Gleichungen 332 und 333), 
daß der zu <t> konjugierte Affiner 

395 ♦, = a, • ai + 9, • a, + . . . + »K • av 

ist. Man erhält den zum gegebenen Affinor konjugierten Affiner dunh 
Vertauschung seiner Antezedenten mit den Konsequenten. Selbstverständ- 
lich ist der konjugierte Affinor einer beliebigen Affinorsumme gleich der 
Summe der konjugierten Summanden: 

396 (* + V +...). = *. + ¥, + .. . 



*) Gibbs nennt eine Dyndensnmme ,d;adic" znr Unterscheidung von einer 
Dyade {,djad'). Wir wollen aber eine Dyadensamme ganz allgemein , Affinor* 
nennen. Eine Dyade 4* ist ein Kpezieller Affinor, der die Eigenschaft hat, daß alle 
Vektoren 0n dieselbe Richtung haben, sofern sie nicht für gewisse Richtungen von n 
verschwinden. 
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Ebenso ist es klar, daS ?wei AMnorea gleicb sind, wean ibre konjugierten 
Affinoren gleich sind. 

Wie jede lineare Vektorfunktion als Summe von drei Funktionen 
4er Form ^Jl • 33n dargestellt «erden kann (S. 238), so kann auck jeder 
Affiner als Summe von drei Dyaden dargestellt werden: 

S97 ■ <t) = ü • 31 + b ■ -Ji + r ■ G. 

Dabei kann man für die Antezedenten oder fUr die Konsequenten drei 
beliebige nicbtkomplanare Vektoren wählen. Die übrigen Vektoren 
werden dann aus den Gleicbui^en 337 oder 340 (S. 237, 238) bestimmt 

Wenn weder die Antezedenten, noch die Konsequenten von 397 
komplanar sind, so kann der Vektor ^n für keine Richtung von n ver- 
schwinden; auch können in diesem Fall die Vektoren 4>nt und <f n nur 
dann einander parallel sein, wenn auch m parallel zu n ist. Solche 
Dyadensummen beifien rollständige Affinoren, sie können niemals 
durch eine Summe von weniger als drei Dyaden dargestellt werden. 
In der durch t^ = r dargestellten Raumtransformatioa entspricht jedem 
Punkt r ein Punkt r' des transformierten Raumes; nur wenn <^ ein voll- 
ständiger Affinor ist, füllen auch die Punkte r^ einen Raum aus. Bei 
einem vollständigen Affinor kann der dritte Skalar niemals verschwinden, 
weil sonst die Raumtransformation in der Abbildung des Raumes auf 
eine Gerade oder auf eine Ebene besteben milßte (vgl. die Lösung der 
Aufgabe 143, S. 346). 

Jede Dyadensumme kann man, ebenso wie eine einzelne Dyade, 
nicht nur als Präfaktor, sondern auch als Fostfaktor benutzen. Die 
Gleichung 389 gilt auch für eine Dyadensumme, so daß man für einen 
beliebigen Affinor ^ schreiben kann 
398 n == 0„ n. 

Multipliziert man beide Selten dieser Gleichung skalar mit einem be- 
liebten Vektor m, so erhält man die Gleichung 
J98a 110m = m0,it. 

die mit 393 identisch ist. 

Ist ein vollständiger Affinor, so ist es auch der konjugierte Af- 
finor 0e. Folglich kann dann auch der Vektor 0c n = li für keinen 
Wert von n verschwinden, und auch die Raumtransformation 



läßt jedem Punkt r einen besonderen Punkt r" entsprechen, so daß kein 
Teil des gegebenen Raumes bei dieser Transformation auf eine Ebene 
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oder eine Gerade abgebildet wird. Der dritte Skalar der Äffinoren 4> 
und <l>c bat denBelben Wert, 

S, (f ) = S, (*,) 
(vgl. Aufgabe 149 c, S. 263), so daß die RaumtransformatioDen v' = <l>r 
und x"=x^ dieselbe Vergrößerung des Rauminbaltes eines beliebigen 
Teiles des gegebenen Raumes herrorrufen. 

Sind entweder die Antezedenten oder die Konsequenten von 39? 
komplanar, ohne dabei einander parallel zu sein, so läßt sich der 
AfGnor als Summe von nur zwei Dyaden darstellen: 

399 * = a - 3( 4- b - Ö. 

Man siebt sofort, daß <t>n verschwindet, wenn n parallel zu [91$] ist. 
Wie auch sonst die Richtung von n sein mag, der Vektor 

<l>n = a'Mn + tf93n 
ist immer senkrecht zu [abj. <Pn bleibt also immer parallel der zu [o6] 
senkrechten Ebene. Deswegen wird eine solche D;adensumme ein 
planarer Affinor genannt. Die Raumtransformation t^^^'r besteht 
hier in der Abbildung des ganzen Raumes auf die Ebene [a b] r = 0. 
Alle zu [9139] parallelen Geraden des gegebenen Raumes werden auf 
entsprechende Punkte dieser Ebene abgebildet, alle Rauniteile werden 
auf bestimmte Flächenteile dieser Ebene abgebildet. Der dritte Skalar 
eines planaren Afiinors muß also gleich Null sein, was man Übrigens 
auch leicht direkt beweisen kann. 

Ein Parallelogramm, dessen Seiten ii und p sind, wird durch diese 
Transformation zu einem Parallelogramm, dessen Seiten 

<)'ii = a- aiu+ t)-»u und <fD^ü-ÄD + ti -Bd 
sind. Das transformierte Parallelc^ramm wird also durch den Vektor 

[(♦iO(<t>c)] = [ob] ■ (Mii - »n - 3(u . Sil) = [nb] • [3133] [hd] 
dargestellt. Aus der Definition des Koaffinors folgt also sofort, daß die 
Dyade [ab] • [51«] der Koafönor von 399 ist, 

400 ko (a - :« + b . «) = [q b] • [« 33]. 

Jedes ebene FlachenstUck , das durch einen Vektor f dai^estellt wird, 
transformiert sich in ein FlächenstQck, das durch den Vektor ko<t>f dar- 
gestellt wird. Wenn der Affinor ^ planar ist, sind -alle Vektoren 

ko*f=[ob]-3l8f 
einander parallel. 

Wenn 4> ein planarer Affinor ist, so ist es auch der konjugierte 
AfGnor 0e. Aus der Gleichung 399 siebt man, daß der Vektor 
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n0 = *^in nur daDD Terschwindeo kann, W6nn n parallel zu dem Vektor 
[a b] ist, sonst aber ist n<t' = na*9[-i~nb*S9 fllr jede Richtung ron n 
senkrecbt zu [S39]. Die Raumtransformation x" = x^ besteht hier in 
der Abbildnng des ganzen Raumes auf die Ebene [91 9] r = 0. Die 
Transformation einer ebenen Fläche wird dann durch den zu ko <t> kon- 
jugierten Eoa]ffinor bestimmt: jedem durch f dai^estellten Flächenstfick 
entspricht ein durch f ko <t* = (ko <f)*f = [ä ©] • a 6 f dargestelltes trans- 
formiertes FlochenstQck. 

Wenn schließlich alle Antezedenten oder alle Konsequenten von 397 
einander parallel sind, so kann der Affinor als eine Djade dargestellt 
werden 
401 <t» = a ■ 3t. 

Der Vektor a • 91 n verschwindet ftlr jede zu % senkrechte Richtung 
TOn n und bleibt parallel zu a für jede andere Richtung von n- Die 
Raumtransformation i^ = a • 9Ir besteht dann in der Abbildung des ganzen 
Raumes auf die Gerade [ar] = 0. Die zu % senkrechten Ebenen oder 
Geraden werden auf die entsprechenden Punkte der Gerade [ax] =0 ab- 
gebildet, alle anderen Ebenen oder Geraden werden auf die ganze Ge- 
rade [ar] = abgebildet. Deswegen wird eine Dyade auch lineare 
Affinor genaont. 

Wenn $ eine Dyade ist, so ist es natürlich auch <t>,. Der Vektor 
n 4* = 0c n ist Kuli itlr alle zu dem Antezedenten senkrechten Richtungen 
von it und bleibt für alle anderen Richtungen von n parallel zu dem 
Konsequenten der Dyade 0. Die Raumtransformation i'" = ra'9l be- 
steht in der Abbildung des ganzen Raumes auf die Gerade [31 r] = 0. 

Wir wollen die HauptresuUate dieses Paragraphen kurz zusammen- 
fassen: Jeder Affinor läSt sich als eine Dyadensumme darstellen. Ein 
vollständiger Affinor wird durch eine Summe von nicht weniger als drei 
Djaden dargestellt; sein skalares Produkt mit einem beliebigen Vektor n 
kann für keine Richtung von n verschwinden. Ein planarer Affinor 
wird durch eine Summe von zwei Dyaden dargestellt; sein skalares 
Produkt mit einem Vektor n verschwindet fOr eine und nur eine Rich- 
tung des Vektors n; die Vektoren 0n bleiben ftlr alle anderen Rich- 
tungen von u kompisnar. Ein linearer Affinor kann durch eine Dyade 
dargestellt werden; der Vektor 0n verschwindet für alle Richtungen 
von n, die zu dem Konsequenten senkrecht sind, für alle übrigen Rich- 
tungen von n bleibt der Vektor 0n parallel zu dem Antezedenten. Der 
konjugierte Affinor eines vollständigen, planaren oder linearen Affinors 
ist wiederum ein vollständiger, planerer oder linearer Affinor. 
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§ 41 Symmetrische und natimetrische Affinoren. 263 

"Aufgabe 148. Man zeige, dafi der eiste Sbalar einer Ai^Dorsumme 
gleich der Summe der ersten Skalare aller Summanden ist. 
*Aafgabe 149. 

a) Man berecline den Koaßnor des AfBnors 

als Funktion der sechs Vektoren a, 31, , <S. 

b) Man berechne S^ ((t>), 8,(0), 3^(0) als Funktionen dieser sechs 
Vektoren. 

c) Man berechne die drei Skalare des konjugierten Affiaors 0e. 
Aufgabe 150. Man berechne den Affinor <t> als Funktion von 

11, V, n), % 3, X, |i aus den drei Gleichungen 

(u uro 4-0.) 

§ 41. Tensoren und Axiatoren. Idemfaktor. 

Ein Affinor heißt symmetrisch, wenn er seinem konjugierten 
Affinor gleich ist, und antimetrisch oder alternierend, wenn er 
seinem konjugierten Affinor entgegengesetzt gleich ist. Jeder Affinor 4> 
läßt sich in eindeutiger Weise als Summe eines symmetrischen und eines 
antimetrischen Affinors darstellen: 

402 4. = A (ct) + *,) + -^ et» - **) 

(Tgl. die Gleichungen 342, 343, 344). Den symmetrischen Affinor -| - (<t> + <i>c) 
wollen wir den Tensor des Affinors <P nennen und mit ts<t> be- 
zeichnen. Den antimetrischen Affinor -9- C^ ~ ^Pc) wollen wir den 
Axiator des Affinors 4* nennen und mitax0 bezeichnen. Mit diesen 
Bezeichnungen kann die Gleichung 402 auch in der Form 

402 a * = ts «f + ax * 
geschrieben werden, wo 

403 ts * = ^ (* + $.) = *- ax <t>, 

404 ax<P=-i- (■}) - <t>.) = «P - U <t>. 

Ist T selbst ein symmetrischer Affinor, T = T(, so wird 

405 tsT = T und axT = 0. 
Ist 8 ein antimetrischer Affinor, 6 = — 6c, so wird 

406 ai 6 = 6 und ts 8 = 0. 
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Jeder symmetrische Affinor kann auch Tensor genannt werden, weil er 
seinem Tensor gleich isti Der Aziator eines Tensors ist Null. Jeder 
antimetrische Affiner kann auch A x i a t o r genannt werden , weil er 
seinem Axiator gleich ist. Der Tensor eines Axiators ist Null. 

Betrachtet man zwei konjugierte Affinoren 4* und (t><, so sieht 
man sofort, dafi 

407 0, = ts<t> — 8X<t>, 

408 ts <t>« = ts <t>, 

409 ax $, = — ax <t>. 

Wir wollen zuerst die Tensoren naher betrachten. Ist T ein 
Tensor, so gilt ftlr jede Richtung des Vektors n 

410 Tu = nT. 

Ebenso gilt (vgl. Aufgabe 133, S. 240) fUr zwei beliebige Vektoren nt. ii 

411 illTn = uTiii. 

Sowohl die Gleichung 410, als auch die Gleichung 411 ist charakte- 
ristisch für einen Tensor. 

Ein Tensor kann, wie jeder Affinor, ToUständig, planar oder 
linear sein. Jeder lineare Tensor kann durch eine symmetrische Dyade 
dargestellt werden, z. B. 

412 T = a • a. 

Betrachten wir die Vektoren n und T ii = u • a n, so sehen wir, daß die 
Bildung des Vektors T n aus einem Vektor ii in der Vernichtung der 
zu a senkrechten Komponente besteht und in einer gleichzeitigen Längen- 
ändening seiner a-Komponente im Verhältnis a^ : 1. Nur wenn a ein 
imaginärer Vektor wäre, kSnnte a* negativ sein. Schließen wir imi^inäre 
Vektoren aus , so müssen wir zur Darstellung eines zu «-an entgegen- 
gerichteten Vektors den Tensor — a • a benutzen. Ganz allgemein kann 
man einen linearen Tensor durch 
412a T = Xa-a 

darstellen. Bei positivem X stellt T il einen mit a gleichgerichteten, bei 
negativem X einen entgegengerichteten Vektor dar. 

Ist eine Dyade a • 31 nicht symmetrisch, also |ü?l]4=*^i ^^ '^t 
ihr symmetrischer Teil der planare Tensor 

413 T = ts (a . -A) = -L (tt • -il + -il • ö). 

GraSmann hat für diese Dyadensumme die Bezeichnung algebraisches 
Produkt der Vektoren a und ä eingeführt. Wählen wir X als 
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Zeichen der algebraischen Multiplikation, so können wir definitions- 
weise schreiben 

414 a X 91 = -|- (a . ä + 91 • a) = te {a ■ 31). 

Das algebraische Produkt zweier Vektoren ist gleich dem 
Tensor ihres dyadischen Produktes. Nur wenn beide Vektoren 
parallel sind, wird das algebraische Produkt gleich dem dyadischen, weil 
dann die Dyade ihrem Tensor gleich wird. Da ftlr zwei beliebige Vek- 
toren a, 9t iffimer ts (a • 9t) = ts (3 • a) gilt, so wird auch 

415 a X 9t = a X a. 

Das algebraische Produkt zweier Vektoren ist kommutativ. 

Das algebraische Produkt zweier Vektoren ist aber nur ein spezieller 
planarer Tensor. Ganz allgemein kann man jeden planaren Tensor durch 
einen Ausdruck von der Form 

416 T = aa-a + ßii-ii 

darstellen. Die Vektoren a und 6 definieren eine Ebene, die man auch 
die Ebene des planaren Tensors nennt. Die Gleichung 

417 rTr = o(ro)* + ß(i:b)* = const. 

stellt in dieser Ebene eine Kurve zweiten Grades dar, deren Mittelpunkt 
mit dem Bezugspunkt von r zusammenfällt. Diese Gleichung ist schon 
ftlr den allgemeinen Fall einer Flache zweiten Grades auf S. 246 dis- 
kutiert worden. Der Vektor r' = T r wird für jede Richtung von r 
senkrecht zu der Tangente der Kurve im Endpunkt von t (vgl. Fig. 48). 
Wenn t mit den Achsen der Kurve zusammenfällt, so wird r' parallel 
zu i; ftlr alle anderen Richtungen von t ist Tt nicht parallel zu r, es 
sei denn, dafi die Kurve zweiten Grades ein Kreis ist. Man kann also 
zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren i und j parallel zu diesen 
Achsen wählen und den planaren Tensor 41C auch in der Form 

418 T^ai.i + jj.j 

darstellen. Diese Achsen wollen wir auch die Achsen des (planaren) 
Tensors nennen. (Burali-Forti und Marcolongo nennen die Rich- 
tungen von i and j .directions doubles".) Hieraus folgt: Multipliziert 
man einen beliebigen Vektor II mit dem planaren Tensor 418, so erhält 
man einen neuen Vektor Tn. Dabei verschwindet die zu der Ebene des 
Tensors senkrechte Komponente von n, seine zu i und \ parallelen Kom- 
ponenten werden aber im Verhältnis a : 1 und b : 1 gedehnt. (Eine wirk- 
liche Dehnung der zu t parallelen Komponente tritt nur dann anf, wenn 
a >■ 1 ist. Ftlr <^ a <| 1 wird diese Komponente verktlrzt und nicht 
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gedehnt. Ist a negatir, so wird di« t-Eomponente Ton n zu der i-Eom- 
ponente ron T n entgegengerichtet. Dasselbe gilt natürlich auch fOr die 
j-Eomponente.) 

Sin beliebiger Tensor kann durch den Ausdruck 

419 T = aa-a + ßb-b + 7c*c 

dargestellt werden. Ist T ein Tollst&ndiger Tensor, so kann Tn fÖr 
keine Richtung von n verschwinden. Die Qleichung 

420 tTr = const. 

stellt dann eine Fläche zweiten Grades dar, deren Hittelpunkt sich im 
Bezugspunkt des Radiusvektors r befindet Wählt man drei Orund- 
Tektoren i, j, t parallel zu den Richtungen der Achsen dieser Fl&che, 
so kann man diesen Tensor auch in der Form 

421 T=ai'i-l-ftj • j + cf-r 

darsteUen (rgl. die Gleichungen 370, 370a, 371 auf S. 246). Multipli- 
ziert man einen beliebigen Vektor n mit einem vollständigen Tensor 421, 
so kann man den neuen Vektor T n dadurch erzeugen , dafi man den 
Vektor n in seine Komponenten nach den Richtungen t, j, f zerlegt und 
diese Komponenten mit den Skalaren a, 6, c multipliziert. Betrachtet 
man die ai^ae Raumtransformation, die dadurch entsteht, daß man jeden 
Radiusvektor r durch den Radiusvektor 

422 r' = T r = a i • i r + i i • j r -!- c f • f r 

ersetzt, so sieht man, daß bei dieser Transformation t^ zu r parallel 
bleibt, wenn r in die Richtung einer der Achsen des Tensors i^lt. Eine 
solche affine Transformation des Raumes, bei der die Richtungen eines 
bestimmten rechtwinkligen Achsenkreuzes unverändert bleiben, heißt eine 
reine Deformation des Raumes. Ein vollständiger Tensor bewirkt 
also eine reine Deformation des Raumes. 

Es ist klar, daß der Tensor eines volLständigen A^nors nicht un- 
bedingt vollständig zu sein braucht; er kann auch planar oder linear 
sein. Dagegen ist der Axiator immer ein planarer Affinor. um 
das zu zeigen, bilden wir den Axiator eines beliebigen Affiuors 

* = a ■ 31 + l) • S + c • 6. 
Wir haben gesehen, dafi der antimetrische Teil der linearen Vektor- 
funktion 0n dargestellt werden kann durch 

423 ax *J) 11 = -^ {0 n - 0. II j - -^ {[[:M a] n] -j- [l3) b] 11] + [[G cl n]) 

'"■ |üii|i 
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Axiator. Dnterkluumerte Vektoren. 



424 »=4-{Caa] + [S6] + [Sc]) 



ist (vgl. die Gleichungen 343, 348a, 345 des § 36 und aucli die Qlei- 
cIiuQgeD 358, 359 des g 37). o heißt der Yektor des Affinora <t>. 
Der Vektor ax <t^ n = [n n] kann bei verschiedenen Richtungen ron n alle 
Richtungen in der zu o senkrechten Ebene annehmen, kann aber nie- 
mals eine zu v parallele Komponente haben. Hieraus folgt', daß ax ^ 
«in planarer Affinor ist. Man kann diesen A^or immer als Diffe- 
renz zweier konjugierter Dyaden darstellen. Es genügt dazu, zvei Vek- 
toren St, 91 zu wählen, deren Vektorprodukt gleich o wird, [SR 91] ~ P. 
Dann wird 

ax <P n = [[aW 3t] n] = 9i . ajln - SB • 3t n 
und folglich auch 

425 ax * = 91 . 3)1 - 5m • 91. 

Diese Darstellung eines Axiators ist aber ziemlich umständlich, weil man 
zwei Hilfsrektoren 9)1, 9t statt des einen Vektors v einfahren muß. Um 
den Aziator durch den Vektor d selbst darzustellen, müssen wir eine 
neue. Bezeichnung einführen. Wir setzen 

426 ax<P = D (sprich: ^v unterklammert'). 
Deönitionsweise ist o ein Affinor, dessen skalares Produkt mit 
einem Vektor n gleich dem Vektorprodukt [on] ist, 

427 Bn = [uii|. 

D heißt der Vektor des Axiators n . Diese Definition gentigt schon 
allein, um die Regeln für die Rechnung mit einem Axiator abzuleiten. 
Man kann aber immer auf die Gleichung 425 zurückgreifen und so die 
Rechnung mit gewöhnlichen dyadischen Produkten einfahren. So kann 
man z. B., um die wichtige Gleichung 

428 l'=~ 1 

zu beweisen, in der Gleichung 425 die Antezedenten mit den Konse- 
quenten vertauschen. Man erhält dann 

428 a D , = ax *. = SW • 91 - 31 • an = ,[919«], = - _o , 
was auch zu beweisen war. Hieraus folgt auch, daß 

429 iiD=i),ii = — on 
und 

429 a 110 11 = 0. 
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Selbstvers^dlich wird 

430 3i»_(s = |ä*i|(s = 9iL»ej = ä»e. 

Man sieht auch sofort, daß fUr zwei beliebige Vektoren m, ii die Gleichung 

431 in u II + II ü m = 

gilt. Diese Gleichung ist für einen Asiator charakteristisch. 

Die Einführung des Zeichens i — > zur Bezeichnung der Axiatoren macht 
eigentlich die Benutzung von stehenden eckigen Klammern zur Bezeichnung der' 
Vektorprodukte überflüssig. Das Vektorprodukt [SSI 'äßt sich eben als lineare 
Vektorfunktion darstellen. Dabei ist es gleichgültig, ob mau den Vektor ät mit 
dem Axiator S oder den Axiator 3 mit dem Vektor S multipliziert; nur 
ist natürlich auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten. Manche Autoren, 
wie z. B. Budde, benutzen zur Darstellung eines Axiators % die Bezeichnung 
[M oder 211- Wird der Axiator als Präfaklor gebraucht, so schreiben sie ihn in 
der Form [9t, wird ur als Postfaktor gebraucht, in der Form M]. Hier spielt 
also die eckige Klammer die Rolle eines an verkehrter Stelle angebrachten 
Muhiplikationszeichens. Burali-Forii und Marcolongo, die das Vektor- 
produkt zweier Vektoren mit 31 /\ 8 bezeichnen, gebrauchen für die Darstellung 
des Aiiators die Bezeichnung 3t /\. Bei komplizierteren Produkten wird aber 
die Benutzung der hinter dem Vektor stehenden eckigen Klammer unbequem. 
Deshalb haben wir die Bezeichnung 91 gewählt. B u d d e nennt den Axiator 
einen »Antitensora (weil er antimetrisch ist); ßurali-Forti und Marcolongo 
nennen ihn eine nhomographie axiale«, weil die Richtung des Vektors M 
eines Axiators 3( gewissermaßen als Achse der linearen Vektor funktJon K n 
zu betrachten ist. Diese Eigenschaft des Axiators wird auch durch den von uns 
gewähhen Namen angedeutet. 

Wir haben gesehen, daß man jeden Afönor als Summe eines Tensors 
und eines Axiators darstellen kann. Diese Zerlegung wollen wir fUr 
eine Djade a • % wiederholen. Wir erhalten 

a • « = ts (q . a) + ax (a - S) = -i- (a . 31 + M . a) + -|- (a . 31 - 3t • o) 
oder 

432 a- 3t = ax3t + -^J^,. 

-^ [ät a] ist der Vektor des Axiators ax (a • 3t). Wir kSooeD ihn auch 
den Vektor der Dyade a ■ % nennen. Dieselbe Zerlegung gilt natür- 
lich auch für eine beliebige Dyadensumme. 

Hin AMnor, dessen skalares Produkt mit einem beliebigen Vektor 
gleich diesem Vektor ist, heifit Idemfaktor oder Einheitstensor 
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und wird mit dem griecliischen Buchstabeo I (lies Jota) bezeichnet. Der 
Idemfaktor wird also durch die Gleichung 

433 I n = n 

definiert, wo n ein beliebiger Vektor ist. Es ist leicht zu zeigen, dafi 
der Idemfaktor ein Tensor ist: multipliziert man die erste der beiden 
Gleichungen I n "=: n und I m = tn mit n und die zweite mit n, so erhält 
man die fUr einen Tensor charakteristische Gleichung 

434 mlu = nlm = mn. 

Betrachtet man drei beliebige nichtkomplanare Vektoren m, n, p und die 
drei dazu reziproken Vektoren m', ii', p', so sieht man sofort, daß 
mau den Eiuheitstensor in der Form 

435 I = iH • ni' + n • ii' + () • \i' = in' • m + ii' • n + p' • p 
darstellen kann, denn sein skalares Produkt mit einem beliebigen Vek- 
tor a ist 

m -m'ai + u • n'iH + p • p'S =in'- m 91 + ti' • trJl + v' • p-Jl = a 
(Tgl. die Formeln 18 und ISa, S, 15). 

Nimmt man für m, ll, p die drei Grundvektören i, j, E, so werden 
sie ihren reziproken Vektoren f^Ieich sein (vgl. S. 16), so daß man den 
Einheitstensor auch in der Form 

436 I = i . t + i . i + f - ( 
schreiben kann. 

Multipliziert man einen beliebigen Vektor 3J mit dem Tensor fpl, 
wo f ein beliebiger Skalar ist, so erhält man 

437 yI9t = ?at. 

Man kann also jeden als Faktor gebrauchten Skalar f als einen 
Einheitstensor mal f betrachten. 

^Aufgabe 151. Man beweise den Satz: Wenn t'Or einen gegebenen 
Vektor n, die Gleichung axf n, = ts<t»n, gilt, so ist c|>n, = iti<t* = 0; 
wenn filr einen beliebigen Vektor n die Gleichung ax<t>n = ts <t>n gilt, 
30 ist = 0. 

"Aufgabe 152. Man beweise, dafi r4>c = const. die Gleichung einer 
Hyperbel ist, wenn 4* ein algebraisches Produkt zweier Vektoren ist. 

"Aufgabe 153. Burali-Forti und Marcolongo bezeichnen mit 

(im \n tp\ 
i i (^ 

einen Tensor T, der den Gleichungen 

Ti = wi, Tj = wj, T(=j<t 
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gsDttgt, und mit 



-er T ^) 



seinen KoafGnor ko T. 

Man berechne T und koT als Funktionen von i, j, f, m, n, p. 
Man berechne den ersten, zweiten und dritten Skalar tod T als Funktion 
TOn m, n, p. 

^Aufgabe 154. Man berechne einen Äffinor 0, der die Bedingungen 

<t'm = ä, *it = », <t>p = 6 
erfüllt, wenn m, n, p, S, 9, C ^^g^bene Vektoren sind. 

^Aufgabe 155. Man beweise, daß fUr die Gnindrektoren i, i, t die 
Formeln 

J^= ( . i - j . f, j^= i . ! - ( . i, j^= j . i _ i . i 

gelten. 

""Aufgabe 166. Man beweise, dafi fQr zwei beliebige Axiatoren 91 
und 39 die Additionsformel 

gilt. 

*Aufgabe 157. Man berechne den ersten, zweiten, dritten Skalar 
und den Koaffinor des Axiators ^ als Funktionen seines Vektors 31. 

Aufgabe 158. Man beweise, daß der Einheitstensor in der Form 
\ = mxm' + nxn' + pxp' 
dargestellt werden kann, wenn ni, tl, p und m', n\ p' zwei reziproke 
Vektoreotripel sind. 

♦Aufgabe 159. 

a) Man berechne den ersten, zweiten und dritten Skalar und den 
KoafSnor des Idemfaktors. 

b) Dieselbe Aufgabe fllr den Tensor f I. 

♦Aufgabe 160. Man beweise den Satz : Wenn ein Affiner für be- 
liebige Werte der Vektoren %, 83 die Gleichung 

befriedigt, so ist er der Einbeitstensor, <l> = i. 

g 42. Multiplikation von Affineren. 

Wir betrachten zwei beliebige Dyaden T, = fl, - ®, und T, = g, • &^ 
und wollen sie dazu benutzen, an einem Vektor r zwei aufeinand»^ 
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folgende TraosformatioDen auszufahren: Zuerst bilden wir den Vektor 
i/ = rf, = rgi • @, und dann den Vektor 

r"= rT, = (rQr, = (rg, • @.)9, • @, = (®,fl,)rfl, • ©,. 
Wir sehen, daß man aus einem Vektor t denselben Vektor r^' erh&lt, 
wenn man ihn zuerst mit der Dyade Fj und dann mit der Dyade T, 
multipliziert, nnd wenn man ihn sofort mit der Dyade (®igf)g|-®t 
multipliziert Wir können deswegen das Produkt zweier Djaden 
Tj, r, ab eine neue Dyade H definieren: 

438 n = r,r, = (9, . ®,) (9, . ©,) = (©,9,) g, . ®,. 

In Worten: Daa Produkt zweier Dyaden ist gleich dem skalaren 
Produkt der inneren Vektoren mal dem dyadischen Produkt 
der äußeren Vektoren. Der Antezedent dieses dyadischen Produktes 
ist also der Antezedent des Präfaktors T,, der Konsequent ist der Kon- 
sequent des Postfaktors T,. Das skalare Produkt @,g, wird aus dem 
Konsequenten des Präfaktors und dem Antezedenten des Postfaktors ge- 
bildet. Um die Reihenfolge der Faktoren relativ zum Vektor r an- 
zugeben, wollen wir, nach Vorschl^ von Budde, den diesem Vektor 
zunftchst stehenden Faktor T, den proximalen und den folgenden 
den distalen Faktor nennen. In dem Ausdruck 

nr = rir,v 

ist also Fl der Fräfaktor und P, der Postfaktor geblieben, dagegen 
ist jetzt r, der zu l proximale und T, der distale Faktor geworden. 
Diese Definition des Produktes zweier Dyaden kann man ohne 
weiteres auf Produkte mehrerer Dyaden ausdehnen. Man sieht auch 
sofort, daS die so definierten Produkte distributiv und assoziativ 
sind, d, h. es gilt für drei beliebige Dyaden Tj, P,, Tg 

439 r, (r, + r,) = r, r, + r, r, 

und 

440 (r, r,) Tj = r,(r, r,) = r, r, r^. 

Diese Produkte hängen aber von der Reihenfolge der Faktoren ab, 
sie sind nicbt kommutativ, denn 

r,r, und r,r^ 

sind im allgemeinen ganz verschiedene Dyaden*). 



•) H. GraBmann d. J. nennt solche Produkt« , Folgepro dnkte", Gibbs .direkte 
Produkte'. 
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Multipliziert man eine D;ade T = ji • (.4 n-mal mit sich selbst, so 
erhält man die n-te Potenz dieser D;ade 

441 r" = {t( . &)' = (9 ©)""' 9 • ®. 

Also: Die ti-te Potenz einer Dyade ist gleich dieser Dyade mal der 
(fl — l)-ten Potenz ihres Skalars. 

Jeder Affinor kann als Dyadensumme dargestellt werden. Man kann 
deswegen die fUr Dyaden eingeführte Multiplikation auch auf beliebige 
Affinoren anwenden. Hat man z. B. zwei Affinoren miteinander zu 
multiplizieren , so hat man jede Dyade des Präfaktors mit jeder Dyade 
des Postfaktors zu multiplizieren und alle Teilprodukte zu addieren. 
Wenn jeder Faktor als Summe dreier Dyaden dargestellt wird, so erhält 
man als Produkt eine Summe von neun Dyaden. Diese Dyadensumme 
kann aber, wie jeder Affinor, auch ihrerseits auf eine Summe von drei 
Dyaden reduziert werden. Besonders einfach gestaltet sich diese Re- 
duktion durch folgenden Kunstgriff: Es sei z. B. 

$ = «, • -Jt, + (1, ■ 31, -r- a, • % 
ein Affinor, den wir mit einem anderen Affinor W multiplizieren wollen. 
Man kann <^ immer so darstellen, daß die Vektoren 91,, '^g, % nicht- 
komplanar werden. Da man aber die Antezedenten oder die Konsequenten 
eines Affinors beliebig wählen kann, so wählen wir als Antezedenten 
von V die drei zu 91,, 31,, % reziproken Vektoren 31/, 91/, %'. Dadurch 
sind auch die Konsequenten von W festgelegt, z. B. 

W = 91/ • S, + 31/ . s, + 9r,' • Ö,. 

Da aber von den neun skalaren Produkten, die man aus 3^^, 'Jl,, 'A^ und 
3[/, %/. %/ bilden kann, nur die Produkte %'H/=%,%' = %^%/=\ 
von Null verschieden sind, so wird 

442 <p\V = (q. - 31, + ü» • ai, + a, . 31,1 (91/ • S; + 91/ • ?1, + 91/ • »,) 

= tt, - 33, + a, ■ Si + 03 . S,. 
Auf diese Weise wird jede Dyade des Präfaktors mit nur einer ent- 
sprechenden Dyade des Postfaktors multipliziert, das Affinorprodukt er- 
scheint als Summe dreier voneinander unabhängigen Dyaden- 
produkte. Man kann deswegen viele Sätze Über Affinorprodukte da- 
durch beweisen, daß man ihre Richtigkeit ^r Dyadenprodubte zeigt. So 
kann man z. B. für zwei beliebige Affinoren O und Vf den Satz ableiten: 

443 (<|)^jri, ^\tf.*,.. 

In Worten: Das konjugierte Produkt zweier Affinoren ist gleich dem 
Produkt der konjugierten Affinoren mit umgekehrter Reihenfolge 
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der Faktoren. Zum Beweis genUgt es fOr zwei beliebige Dyaden a-^ 
und b • 8 die selbatverständlicliB Qleicbung 

(a ■ 91(1 - »)„ = ö • a (316) = (SB . b) {3r . fl) 
aufzuscbreiben. Da der Satz für ein Produkt zweier Dyaden gilt, so gilt 
er nacb 442 auch fUr ein Produkt zweier beliebiger AfGooren. 

Dieser Satz gilt aber auch fUr eine beliebige Zahl tod Faktoren. 
So wird z. B. fUr drei Affiaoren *, W, 3 
443a (<tHf3). = S.V,(t)„ 

weil man wegen 443 schreiben kann; 

(*¥ 3), = {(040 3}< = 3.i<t>W)c = 3, ¥,<!>,. 
Setzt man in 443 ¥ = <t»=, so erhält man, wegen (0^), = $, den wich- 
tigen Satz: 

444 (00,), = $<(>,, 

In Worten: Das Produkt eines Affinors mit seinem konjugierten 
Affiner ist symmetrisch. Das Produkt 00. ist immer ein Tensor. 
Selbstverständlich ist auch 0(0 ein Tensor, es braucht aber keineswegs 
00c gleich 0e0 zu sein. 

Ist der eine Faktor in 443 ein Tensor T und der andere Faktor 
ein Axiator % , so wird wegen 31 r = — 31 

445 (T 3t )c = - 91 T. 

In Worten: Man erhält den konjugierten Afönor des Produktes aus einem 
Tensor und einem Axiator durch Vertauschung der Reihenfolge der 
Faktoren und Änderung des Vorzeichens des Produktes. Sind beide 
Faktoren symmetrisch oder beide antimetrisch , so erhält man das kon- 
jugierte Produkt durch einfache Vertauschnng der Faktoren. Denn 
es fo^ aus 443 fOr zwei Tensoren T^ T, oder zwei Axiatoren 31, 83 

446 ('P,TA = T,T, 
und 

447 t^»)^=sa. 

Wir sehen hieraus, daß ein Produkt zweier Tensoren im allgemeinen 
kein Tensor zu sein braucht. Nur wenn die Faktoren Tensoren mit 
gleichgerichteten Achsen sind, wird auch das Produkt ein Tensor 
mit denselben Achsen. So wird z. B. das Produkt der Tensoren 

T,=i>,i -14-2,1 •i + '-if-f und T, =fti • i + 3,i • j -|- r,t ■ f 

Spie)r«in. VekUrrsohtmng. IS 
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auch seibat ein Tensor 

Selbstverständlich wird eine beliebige Potenz eines Tensors sjmmetriscb 
bleiben, z. B. 

448 T'' = {j>i'i + q\-\ + rt-i)-=fi-i + q'[-i + r't-t. 

Die Produkte von Tensoren mit gleichgerichteten Achsen haben auch die 
wichtige Eigenschalt, daß sie von der Reihenfolge der Faktoren 
unabhängig sind. 

Wir wollen jetzt das Produkt % 8 zweier Aiiatoren genauer 
untersuchen, das ja nur ein spezielles Affinorenprodukt ist. Hultiptmert 
man dieses Produkt mit einem beliebigen Vektor n, so wird, wegen 

449 ^ »n = a_ |»ii| =[a [»nlj. 

Unter Berücksichtigung des Eniwick)ungBsatze& für Doppelvektorprodukte 

[91|»n]J = iH-«n-a»-ii 
kann man die Gleichung 449 auch in der Form 
449a «^»^ii = »'ati-äa-n 

schreiben, oder in djadiscber Form, unabhängig von dem willkürlichen 
Vektor n 

450 «8^^8-91-ae. 

Man kann auch, um alle Glieder dieser Gleichung als Af&noren erscheinen 
zu lassen, das skalare Produkt 3t9 mit dem Einheitstenaor I multipli- 
zieren und erhält eine mit 450 identische Formel 



450« 


a^ 9 = «-31 -188)1. 


Setzt man 31 - 8, 


so wird 


451 
oder 


(«)' -3l^«_=3l-3l-31' 


451 a 


ä^a_=3l-s<-31'l. 


Setzt man Doch 31 > 




Stellung 
452 


I=« -31-31» (a'=i), 
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die ja fibrigens auch aus der Oleichnng 19, S. lö, sofort folgt. Sind die 
Vektoren ^ und 3 zueinander senkrecht, so verschwindet das skalare 
Produkt 3t S, und es wird 
453 3lS==«'5l tai»=0). 

In Worten: Dos dyadische Produkt zweier zueinander senkrechter Vek- 
toren ist gleich dem Produkt der Aziatoren, deren Vektoren in um- 
gekehrter Reihenfolge den gegebenen Vektoren gleichgesetzt werden. 

Ebenso, wie man ein Doppelvektorprodukt als Produkt zweier 
Aziatoren mit einem Vektor darstellen kann, kann man auch ein drei- 
faches Vektorprodukt durch drei Aziatoren und einen Vektor darstellen. 
Es wird z. B. 

In genau gleicher Weise kann man auch ein Produkt von beliebig vielen 
Aziatoren mit einem Vektor durch ein immer komplizierteres Vektor- 
produkt darstellen. Je mehr Aziatoren in einem solchen Produkt auf- 
treten, desto einfacher wird diese DarsteUung im Vergleich mit der in 
der Yektoralgebra angegebenen DarsteUung mit ineinandergeschachtelten 
eckigen Klammem. Aber auch bei einem gewöhnlichen Doppelvektor- 
produkt ist seine Darstellung mit Hilfe von Axiatoren Qbersichtlicber und 
einfacher. Mit der Bezeichnung [3l|^^ii]J erscheint das Doppelvektor- 
produkt nicht assoziativ, weil [9l[33n]] und [[^SSJnJ im allgemeinen 
ganz verschiedene Vektoren sind. D^egen ist die Darstellung durch 
Aziatorprodukte assoziativ, weil man nach Belieben schreiben kann 

455 ^2." = *lL£*"'"^*^"^- 

Selbstverständlich liegt der Unterschied nicht nur in der Schreibweise, 
sondern auch in der verschiedenen Auffassung des Doppelvektorproduktes 
bei den beiden Darstellungsarten. 

Das Produkt zweier Axiatoren spielt eine große Rolle in der Afünorrecli- 
nung. G. Jaumann hat sogar eine besondere Bezeichnung für dieses Produkt 
eingeführt*): er nennt das Produkt der Aziatoren 31 und S eine rotorischc 
Dyade und bezeichnet ein solches Produkt mit 
31X8 = »^©. 
Die Jaumannsche rotorische Dyade 3(Xti ist also ein planarer Affinor, dessen 
skalares Produkt mit einem Vektor n das Doppelvektorprodukt [SlESn]] er- 

*) (i. Jaumann, Die Omndlagen der BewegungElehre, Leiptig 1905, J. A. Barth. 
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gibt. Auch F. Jung*) hat die von Jaumann eingeführte ■rotorische Dyade« 
betrachtet. Er bezeichnet eine Dyade als linear genommen, wenn sie in der 
Form 'H • $) durch die zu 9( und 9 parallelen Richtungen bestimmt ist, und die- 
selbe Dyade als planar genommen, wenn sie in der Form 31 S durch die zu ä 
und zu 9 senkrechten Ebenen bestimmt ist. Diese Darstellung scheint uns 
die Afgnorrechnung unnötigerweise zu komplizieren. Wir wollen also die 
Dyade 91 • 9) und das Produkt zweier Asiatoren 31 9 als verschiedene 
Affinoren behandeln. 

Ist n ein Einheitsvektor, so wird der Vektor n n t gleich und ent- 
gegengerichtet der zu n senkrechten Komponente von i. Die Raumtram- 
formation 

456 r' = t-(-Kn nr = (l + an n)r 

Ußt also alle zu n parallelen Komponenten von r unverändert und veriadert 
die Länge der zu n senkrechten Komponenten im Verhältnis (1 — a):l. Die 
Raumtransformation 

457 t' = t4-an.nt = CH-«ifn)r 

läßt dagegen die zu it senkrechten Komponenten von t unverändert und dehnt 
die zu n parallelen Komponenten im Verhältnis (l-f-cc):l. (Vgl. die Auf- 
gabe IJ4C, d, S. 240.) 

Als wichtiges Beispiel für ein Produkt zweier Axiatoren wollen wir noch 
den TräghcitstensoT eines starren Körpers betrachten. Das Trägheitsmoment 
eines starren Körpers in bezug auf eine zum Fjnheits Vektor c parallele Achse 
[er] = ist bekanntlich gleich der über alle Körperpnnkte Pi genommenen 
Summe 

/ = 2!fupi^ = .2"jBi[cr*]' = — ^fiizzt^ Xi c, 

wo /tt die Masse und p = |[cij]| der Abstand des Punktes Fi von der Achse 
ist. Man nennt Trägheitstensor den symmetrischen AHinor 

458 l' = — ^fiiuti^= ^'/liti' — SfiiTfXi. 
Das Trägheitsmoment läßt sich also ausdrücken durch 

459 /=cTe. 

Kennt man den Trägheitstensor T für den gegebenen Bezugspunkt, so kann 
man, nach Formel 459, das Trägheitsmoment für jede durch diesen Punkt 
gehende Achse berechnen. Fällt der Bezugspunkt mit dem Schwerpunkt des 
Körpers zusammen, so wird, nach S. 35, ^fuu ^ 0. Den Trägheitstensor für 
den Schwerpunkt bezeichnen wir mit T' (sprich T Stern). Wird der Bezugs- 
punkt vom Schwerpunkt aus um eine Strecke a verschoben, so wird der Träg- 
heitstensor im neuen Bezugspunkt P,,'- 

*) F. Jung, Zur rektoranalytischen Dareiellung des Tensors, Jahresbericht d. 
Dentachon Math. Vereinigung, 1909, Bd. 18. S. 386. 
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T. = - JT/ii ,ti — g, ,t. — g, 
= —■ SfuJt ti — a a Sfii + 2ß'\^ "^t + >:< "j- 
Das letzte Glied verschwindet wegen 2futi = 0, und es bleibt 

460 T„ = T- — Jf a a, 

wo Jlf^: ^^ die Gesamtmasse des Körpers ist. Hieraus folgt für das Träg- 
heitsmoment im Bezug auf die durch Pa gehende Achse [c(t — ü)] = 

461 ■ /■ = cTaC = cT''c + if[ca]'. 

Dreht sich der Körper um diese Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit a>, so 
wird seine Drehgeschwindigkeit nach Achse und GröBe durch den Vektor 
b = cw gegeben. Die doppelte kinetische Energie des Körpers in seiner 
Bewegung um den Punkt P« wird 

462 /. üj*= bT, b = l)T'b + Jtf[cbJ'. 

Ihren kleinsten Wert bei konstantem b erhält sie, wenn Pa mit dem Schwer- 
punkt des Körpers zusammenfallt: 

463 /■(»'- bT-b. 

Wir haben gesehen, daß man das skalare Produkt eines Affinors ^ 
mit einem Vektor n durch skalare MultipHkation seiner Antezedenten 
oder seiner Konsequenten (je nach der Faktorenreibenfolge) mit diesem 
Vektor erhält. In ähnlicher Weise kann man auch das Vektorprodukt 
von und n definieren: Das Vektorprodukt einer Djade &•% 
als Präfaktor mit einem Vektor n als Postfaktor ist gleich 
der Djade 0-[91n]; das Vektorprodukt von n mit der Dyade 
a ■ 2i als Postfaktor ist gleich der Dyade [no] • %. Nach der 
Definition des Aiiators ist aber 

a.[9Inl = a -an und [n o] • 91 = n^fl ■ M. 
Einen Affinor $ mit dem Axiator n multiplizieren, ist also 
dasselbe, wie das Vektorprodukt aus und dem Vektor n 
bilden. Diese Multiplikation ist selbstverständlich assoziativ, so daß 
man unterscbiedslos schreiben kann 

0jil|f = ((t»jt)i|f = (t»(ni|r). 

Die runden Klammern sind in diesem Fall ttbei-flOssig. 

Dagegen ist das skalare Produkt von Affineren und Vektoren 
nicht assoziativ. Der Ausdruck 0nM'' hat nicht immer einen Sinn, 
weil die Vektoren (0 n) ¥ und 0(nV) nicht immer einander gleich sind. 
Unter Benutzung von konjugierten Affinoren kännen wir nämlich 
schreiben : 
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464 (<t>n)Mr = n<t>.Mf, 

465 «(nVIf)^«!)!!^,«. 

Diese Ausdrücke sind aber nur dann einander gleicb, wenn 

(t> ¥, = (<!),¥), -=¥,.*. 
Das ist z. B. der Fall, wenn V = 4>r ist, weil dann V, = C4>,). = 4> wird. 
FOr einen beliebigen Ailinor <}) und fSr jeden Tensor T wird also 

466 (<Pii)<fr=0(n0,), 

467 (Tn)T = T(nT). 

Im aligemeinen sind aber solche Produkte nicht ossoziatiT. 

Es ist nicht angebracht, in den Ausdrücken 464 oder 465 einen Punkt 
statt der runden Klammer zu gebrauchen, weil der Ausdruck 't'-nW^ das Pro- 
dukt der Triade <t>>n mit dem Aflinor V^ darstellt, das eine Triade ist; das 
Produkt des Affinors 4> mit dem Vektor nV Ist dagegen ein Vektor ♦(nV). 

Um die rechnerische Behandlung der Produkte von Affinoren mit 
Vektoren einzuUben, wollen wir einige wichtige Beispiele betrachten. 

Beispiel 1. Wir wollen beweisen, daß der Eoaffinor eines Pro- 
duktes zweier beliebiger Aftinoren gleich dem Produkte ihrer Koaffinoren 
ist. In Zeichen 

468 ko(<|)Vl=-(ko*)koV. 

Nach der Definition des Koaflinors wird fUr zwei beliebige Vektoren 91, $ 

ko ¥ [3i»i ^ [(V 20 (vs)] = ,Mfa, yg. 

Da aber ^% und W^ Vektoren sind, so wird auch 

(\lo<P) ko V [31 »] ^ ko<t> f (V at (¥ »)] = [(<> V 21) (* V 33)] 

= ko(<t>¥jL9l»]. 
woraus die Oleichung 468 folgt. 

Diese Eigenschaft des Koa^nors ist auch geometrisch leicht zu be- 
weisen: Bei einer Raumtransformation, bei der die KadieuTektoren c durch 
f — Wv ersetzt werden, wird jedes durch einen Vektor f dargestellte 
Parallelogramm in ein durch den Vektor f^ = koM''r dai^estelltes Parallelo- 
gramm transformiert. Transformiert man nochmals diesen transformierten 
Raum, indem man die Radienvektoren r' durch t" = ^x' = ^Wr ersetzt, 
so wird auch jedes durch f dargestellte Parallelogramm in ein durch 
f" = ko0f' = (koO) koV f dargestelltes transformiert*). Da aber diese 



*) Man muß iwiaeben dem Produkt zweier KoafGnoren (koH')kolt'^ und dem 
KoafGnor des Produktes 4>koV, ko(<t)ko¥) = (ko(t>)kokoW nnterscheiden , wo 
kokoW den Koaffinor von koV bedeutet (vgl. Aofg. 172. S. 287). 
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nacheinander ausgefQhrten Transformationen durch eine einzige Trans- 
formatioQ r'' = <t*1'"r ersetit werden kSnnec, so wird auch f" = ko(<tl|'')f. 
Hieraus folgt die Oleichong 468. 

Die Formel 468 kann natürlich auf eine beUebige Ansah! tob Fak- 
toren angewendet werden. So erhält man z. B. fttr drei Affineren <t>i, 
♦,, ♦, die Gleichung 
468a ko (0,f , J = ttot>,) (ko4>,) ko*,. 

Beispiel 2. Die in Aufgabe 143 gegebene Definitionsgleichung 
tÜT den dritten Skalar eines Affinors <P können wir auch in der Form 

uDTOSs(<» = l<t'ii) [(♦!)) CProf] ={<Pu) ko4> |pro| = u0,ko4> IdidI 

schreiben. Hier können die Vektoren u, u, id beliebige Werte haben; 

man kann also die von diesen Vektoren unabhängige Beziehung hin> 

schreiben 

469 S3 (*) = <Pc ko0 = (ko4>) <t>c . 

Man kann sich auch den Skalar S, (0) als mit dem Einheitstensor l 

multipliziert denken, wenn man das Produkt zweier Affinoren nicht einem 

Skalar gleichsetzen will. Aus dieser Gleichung folgt fUr einen beliebigen 

Vektor 31 

469 a 31 *. ko* = *, ko<t> 91 = 31 S, (.*). 

Die Formel 469 erlaubt auch folgenden sehr wichtigen Satz abzu- 
leiten: Der dritte Skalar eines Affinorproduktes ist gleich dem Produkt 
der dritten Skalare der einzelnen Faktoren. FQr zwei Affinoren <t>, ^ 
kann man z. B. diesen Satz in der Form 

470 S, (0V) = S3(<t))S,(V} 
schreiben. Zum Beweis schreiben wir zuerst die Gleichung 

S, {^W) = (♦¥),ko(<t»V) = V.*alto*)ko¥ 
auf. Da aber, nach 469, das Produkt <t>eko<t) die Eigenschaften eines 
Skalarü hat, so kann man dieses Produkt auch vor den übrigen Af- 
finoren schreiben, ohne dadurch das Gesamtprodukt zu ändern. Man 
erhält also 

S^((t)Vl = (*<ko0)V,koV, 



: die Gleichung 470 folgt. Auch diese Gleichung ist durch geo- 
metrische Betrachtungen sehr leicht zu beweisen : Der dritte Skalar eines 
Affinors ist gleich dem Verhältnis des Inhaltes eines transformierten Raum- 
teiles zum ursprOngtichen bei einer durch diesen Ai^or bestimmten 
Raumtransformation. Bei zwei nacheinander ausgefQhrten Raumtrans- 
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formationeQ x' = ^t und i/' = 0i' wird auch der Inhklt j«des Raum- 
teiles nacheinander mit den Skalaren S, QV) und S, (0) multipliziert. Die 
äquivalente tiesamttransformation t" = ^W beBtimmt aber auch eine 
VolumTergröfierung aller Raumteile gleich Sg C^W)- Hieraus folgt die 
Gleichung 470. 

Beispiel 3. Das Vektorprodukt der Vektoren <t>u und tJ kann 
durch mehrere Ausdrücke dai^estellt werden, nämlich: 

471 [(* u) u] = [dl 0,) b] = - [p (<t> u) j 

= (0 ll) = U 0( » = — D ♦ II. 

Beispiel 4. Den Ausdruck [(ro 0Kii 0)J o kann man auf zweierlei 
Weise umformen: 

[(ro0)(H0)]D = rn)ulko0D = iDuko<t»u 
und 

[(ro ♦) (u 0) j D = 11)0 [(u0)d] = [(u0}oj0rn]^u0D0<,U). 

Da aber in hier beliebig sein kann, so erhält man die Gleichung 

472 u ko0 ö = u 0. = — u 01 H- 

(Eis ist zu bemerken, daß die Gleichung 472 einen Vektor darstellt; 
man erhält also denselben Skalar, wenn man diesen Vektor als Präfaktor 
oder als Postfaktor mit dem Vektor in skalar multipliziert.) 

Der Vektor ii d 0' ist immer senkrecht zu den Vektoren u und 
ko0ii. Ist eine Dyade, so verschwindet das Produkt 0«, weil 
der Eo&ffinor einer Dyade Null ist. Man kann auch den Vektor ii aus 
der Gleichung 472 beseitigen. Es genügt zu bemerken, daß 

H ko0 V = u , ko0O| , 
wo , ko0 D , ein Aziator ist, dessen Vektor gleich ko0 o ist. Da aber 
die Gleichung 472 fQr jeden Wert des Vektors u gilt, so wird auch 

473 p 0, = , ko0 p , ■ 

Beispiel 5. Die Definitionsgleichung für den ersten Skalar eines 
Affinors (Aufgabe 14S) kann auch geschrieben werden in der Form: 
S, (0){iiDni) = u0 [nro] + »0 [itiu] + n)0iuDl 
= {u0^- B u^ + [iiül} ro. 

Da hier die Vektoren u, ti, ib beliebig sind, so erhält man die von vo 
unabhängige Beziehung 

474 S, (0)[up] ^ U0Ü — D01I + 0|uu| 
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oder 

474ft S| (0) LitrI = u<t>,n — u 0^» + <t»[u»l. 

Beispiel G. Die Definitionsgleichunft fllr den zweiten Skolar eines 
Aftnors (Aufgabe 143) kann geschrieben werden in der Form: 

(u D ro) S, (<t>) = [(0 ii) (<t> d)J m + [{4" u) (* in)] u + [(* ro) (* u)] v. 

Diese Gleichung kann man anf zweierlei Weise umformen: 

{u diu) Sgl*) = mko<t> [uol + ro*, ii 0» — ro*^ u ^u 
und 

(UBio) S,(<t>) = rokoOfuD] + iiko0 u ro — u koOunt. 

Da diese Gleichungen bei jedem Wert ron it) gelten müssen, so wird 
auch 

475 S,(4')Lwu| = ko<t>|Hü| + 0, u0ü-<t»,^*u, 

476 S, (0) (iiol = ko0 lui'l + II ko0 D - D ko0 u. 

Die Gleichung 476 kaun auch aus 474 abgeleitet werden, wenn man 
in 474 den Affiner durch ko0 ersetzt und beracksichtigt, daß 

S,{ko0) = B,*. 
476 kann auch mit Hilfe von 472 aus 475 abgeleitet werden. 
•Aufgabe 161. Gegeben ist ein Tensor 

T = mi-i + Hi'\+pt-t 
und zwei Vektoren 

3I==^i + Jyj + .J,t, » = B,i + Byj+Ä(. 
Man berechne die Affineren 

91 T, TSÄT, 9( «, 31 S 

als Funktionen von m, n, p, Az, A^, A,, Bx, B^, B., i, j, t. 

'Aufgabe 162. Man beweise, daß tUr jede positive ganze Zahl » 
und für ein beliebiges System von Grundvektoren t, j, f die Gleichungen 
gelten : 

i •• = I - i . i -. i ■ i + 1 • r 
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Wie kanD man diese Gleichungen geometrisch dentenV 
Aufgabe 163. 

a) Ein Affinor ^ ist gegeben durch den Ausdruck 

i«tM + (,,i -i + t^A-t 
1>- •ht.A'i + t^fi'i + t^.i-t 
+ t„t-i + t„t'i + t„t-t. 
Man berechne den AfHnor S|(0l — <!■ als Funktion der neun Bestim- 
mnngszahlen („, t^^ • ■ ■ t,,. Dieser AfGnor ist ron Bur»li-Forti und 
Uarcolongo die zyklische Funktion des AfGnors genannt und mit 
C0 = S, (<t>) — <t> bezeichnet worden. 

b) Man leite fQr die zyklische Funktion eines Affinors die Sätze ab: 

1. tsCfp =Cts1) 

2. S,(C*I =-2Si(<J>) 

3. c(ai-8) = -a a 

4. Ca =-a = (a),. 

* Aufgabe 164. Man beweise die Identität 

0, 1100 — ♦, 0*11 = 0c {S,(4>> - 0,}[up] = 0^C0, L"»]- 
*Aufgabe 165. Man beweise die Identität 

ko0 = S,(0) - S,(0) 0, -f 0,» = S,0 - 0.C0C. 
Aufgabe 166. FUr einen gegebenen Aflinor 
= tt-ni + l}'n-rC-p 
beweise man durch direkte Ausrechnung die Richtigkeit der Formel 
S,(0)^0.ko0. 
♦Aufgabe 167. 

a) Aus der Formel der Aufgabe 165 leite man die Hamilton- 
Cayleysche Gleichung 

0' - S, (0) 0' + S, (0) - S, (0) I = 
ab. 

b) Aus der Formel der Aufgabe 165 und der Uamilton-Cayley- 
schen Gleichung leite man die Beziehungen ab: 

S, (ko0) = S, (0), S, (ko0) = Sj (0) S, (0), S,(ko0) = 3,0». 
Aufgabe 168. Man berechne die Projektionen des Ausdruckes 
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§ 43 Orthogonale und doppelt-orthogonale Affinorenpaare. 283 

auf die Richtungen der Örundvektoren, wenn 

\)=pi-\-qi + rt und T = Ai. i + Bj-i + Cf ■!. 
Aufgabe 169. Bei gegebenen vollständigen Affinoren 
* = a ■ 31 + b ■ 8 + c - S, Ui" = m ■ ^( + 11 ■ 3i + p ■ $ 
suclie man den Afänor W so auszudrOcken , daß seine Antezedenten mit 
den Antezedenten von O identiscli werden. Dieselbe Frage fQr die Kon- 
sequenten dieser Affinoren. 

§ 43, Reziproke Affinoren. Division. 

Kennt man das Produkt zweier Zahlenfaktoren und den einen der 
Faktoren, so kann man den anderen Faktor durch Division berechnen. 
Diese Eigenschaft von Zahlen pro dukten läßt sich nicht ohne weiteres 
auf Affinoren übertragen, weil es solche Affinoren gibt, deren Produkt 
verschwindet, ohne daß einer der Faktoren Null wird. Das trifft z. B. 
zu bei dem Produkt eines planaren Präfaktors mit einer Dyade, wenn 
der Antezedent der Dyade zu beiden Konsequenten des Präfaktors senk- 
recht ist. Dabei muß man aber auf die Aeihenfolge der Faktoren achten. 
So kann z. B. das Produkt zweier Affinoren verschwinden, ohne daß das 
umgekehrte Produkt verschwindet, 
477 *»|r = 0, Ur<J>4.o. 

In diesem Falle sagen wir, daß <t> als Fräfaktor zu ^ orthogonal 
ist, oder daß V als Postfaktor zu <t* orthogonal ist. Wenn das 
Produkt zweier Affinoren unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren 
Null ist, so wollen wir si^n, daß die Affinoren doppelt orthogonal 
sind. So sind z. B. die drei aus den Grundvektoren gebildeten Dyaden 
i ■ i, i ■ j, t • t zueinander doppelt orthogonal. 

Das Produkt ^W zweier Affinoren kann aber niemals verschwinden, 
wenn wenigstens ein Faktor, z.B. 0. ein vollständiger Affinor ist. 
Denn dann müßte auch der Vektor r<t>V ftlr alle Achtungen des Vek- 
tors r verschwinden; da aber 4> ein vollständiger Affinor ist, so kann 
der Vektor x' ~ x<^, bei passender Wahl der Richtungen von r, alle mög- 
lichen Richtungen im Räume haben. Es müßte also der Vektor r^V^^ r'4'' 
für alle Richtungen von xf verschwinden, was nur möglich ist, wenn 
V ^ 0. Ein Produkt von mehreren Affinoren kann somit nur dann ver- 
schwinden, wenn mindestens zwei Faktoren unvollständige Af- 
finoren sind. 

Der einfachste Fall der Division ist die Aufsuchung eines zu einem 
gegebenen Affinor reziproken (inversen) Affinors, d. h. eines solchen 
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AMnors, dessen Produkt mit dem gegebenen Affinor gleich dem Einheits- 
teosor ist. Wir nehmen an, 4> sei ein vollständiger Affinor 

<P = a - an- b • 33 + c . S. 
Weder seine Antezedenten noch seine Konsequenten können dann koro- 
plsnar sein. Es existieren also drei zu den Antezedenten von (^ rezi- 
proke Vektoren, die wir mit a', b', cf bezeichnen wollen, und drei zu 
den Konsequenten von ♦ reziproke Vektoren , die wir mit %', W, S' 
bezeichnen wollen. Wir sehen sofort, daß der Affinor 

478 <t>"' = 91' • a' + »' ■ b' + e' • c' 
die Gleichungen 

479 (t)0-' = <t'-'<|)= I 
befriedigt, weil nach Formel 435, S. 260 

<jKj)^' = a . a'-r b • b'+ c • c'= I 
und 

<t)-'<p = a' - 31 -h -ö' ■ « + C ■ e - I 
ist. Man kann deswegen den Affinor (t>~~^ als den zu reziproken Af- 
finor definieren und auch schreiben 

480 <\>-' =^1=^-1-. 

Wie bei gewöhnlichen Zahlen, so ist auch hier das Produkt von -r- und 
<t> gleich dem Einheitstensor, unabhängig von der Faktorenreihen- 
folge. Dagegen sind die Produkte -ä- V und U*" -r- von 0~' mit einem 
anderen Affinor W im allgemeinen voneinander verschieden. Aus 
der DefinitionsgteichuDg 479 folgt, daß nur vollständige Affinoren 
reziproke Affinoren haben, denn der Einheitstensor ist ein vollständiger 
Affinor, so daß auch beide Faktoren vollständig sein mfissen. 

Der reziproke Affinor ist durch die Gleichung 479 eindeutig be- 
stimmt; wäre das nicht der Fall, sondern wäre noch ein anderer Affinor A 
vorhanden, der dieser Gleichung genUgte, so mtlflte 

*t<t)"' - A) = I - 1 = 
sein, was nur möglich ist, wenn <t*~^ — A = ist (weil <t> als vollständig 
angenommen). Zur Berechnung des reziproken Affinors aus den Be- 
stimmungsvektoren des gegebenen Affinors dient die Gleichung 478. In 
Worten lautet sie: Uan erhält den zum gegebenen reziproken A^nor, 
wenn man seine drei Antezedenten und seine drei Konsequenten durch 
die reziproken Vektorentripel ersetzt und die Antezedenten mit den Kon- 
sequenten vertauscht. 



,y Google 



Wir stellen uns jetzt folgende Aufgabe: Aus der Gleichung 
481 * Pp = itr 

den Ai^nor Tp zu bestimmen. Es sind hier zwei FSÜe zu unterscheiden, 
je nachdem if ein vollständiger oder ein unvollständiger Affinor ist. 
Ist <t* unvollständig, so genügt diese Gleichung nicht, um Tp eindeutig 
zu bestimmen: kennt man einen Affinor T,, der diese Gleichung be- 
friedigt, so wird (beim unvollständigen Affinor 4>) auch die Summe 
r^ + V diese Gleichung befriedigen , wenn nur r' als Postfaktor zu ^ 
orthogonal ist. Dagegen ist T,, beim vollständigen Affioor <t> durch die 
Gleichung 481 eindeutig bestimmt: wäre außer T^ noch ein Affinor V 
vorhanden, der dieser Gleichung genügte, so mfißte 

<P (r, - ro -- 

sein, was jetzt nur möglich ist, wenn T, = T', 

Wir nehmen jetzt an, der Affinor ^ sei vollständig, um T, zu 
berechnen, genügt es, beide Seiten der Gleichung 481 mit dem Prä- 
faktor <1>~> zu multiplizieren. Man erhält 

481 a ♦-'<!> Tp = I r, = r^ = <p-' V =. -?- W. 

Man kann also sagen, daß F, der Qjuotient des Dividenden W mit dem 
Divisor <t> ist. Dabei muß man aber auf die Reihenfolge der Faktoren 
achten. Man darf nicht den Ausdruck V durch -r- ersetzen, weit 
im allgemeinen -^ W und W -^- verschiedene Affinoren sind. 
Will man den Affinor T, aus der Gleichung 

482 r.<»> = v 

berechnen, so genügt es, beide Seiten mit dem Postfaktor 4*"' zu multi- 
plizieren. Man erhält 
482a r„*(p~' = r. = 4f'>-' = '(f -^-. 

Die Gleichungen 481a und 482a definieren also den Quotienten zweier 
Affinoren Vf und <!'. Je nach der Reihenfolge, in der man den Divi- 
denden mit dem reziproken Divisor multipliziert, erhält man zweierlei 
Quotienten dieser Affinoren. 

Die Gleichungen 48 1 a und 482 a gelten aber nur für vollständige Affinoren, 
weil man von unvollständigen Affiooren keine reziproken Affinoren bilden kann. 
Ist ^ unvollständig, so bestimmen die Gleichungen 481 oder 482 nicht mehr 
eindeutig den CLuotientenaffinor F. Aber auch in diesem Falle ist es leicht, 
F zu berechnen (vgl. die Aufgabe 170). 
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Ein Produktenaffinor , z. B. D = ^MT, kann nur dann voUständig 
sein, wenn alle seine Faktoren Tollst£sdig sind. Han beweist leicht, daß 
der reziproke Al^nor n~' geifebea ist durch die Formel 

483 (iJ)Ur)"' = V-'4>~'. 

In Worten: Der reziproke Produktenaffinor ist gleich dem Produkt der 
reziproken Faktoren, mit umgekehrter Reihenfolge der Faktoren. Zum 
Beweis genUgt es, beide Seiten der Gleichung 483 mit (^V zu multipli- 
zieren. Man erhalt: 

I = V-' 0-' ((Ulf = i|r-' t V = lir-> V == I. 

Die Betrachtung von reziproken Äffinoren erlaubt auch die folgen- 
den wichtigen Sätze aufzustellen: 

Satz 1. Der reziproke Koaf^uor eines gegebenen ToUständigen 
Affinors <t> ist gleich dem Eoaffinor des reziproken Äffinors <&~'. In 
Zeichen : 

484 (koit>)~' = ko(*~'). 

Zum Beweis genUgt es, beide Seiten von 484 mit ko4> zu multiplizieren. 
Man erhält 

I = tko0) ko(<P"') = ko(**~') -^ kol = I 

(vgl. Formel 468, S. 278). 

Satz 2. Der reziproke Wert des dritten Skalars eines gegebenen 
Äffinors 4* ist gleich dem dritten Skalar des reziproken Afflnora 0"*, 
In Zeichen: 

485 (S,4»)~' = S3(*''')- 

Zum Beweis genUgt es, beide Seiten tou 485 mit Sj4> zu multiplizieren: 

1 = S, (<P) Sj (♦"'.) = S, (* <t>"') = Sj I = 1 

(vgl. Formel 470, S. 279). 

Ist m eine beliebige ganze positire oder negative Zahl, so 
sieht man sofort, dafi 

484 a (ko*)-" = ko4>" 

and 
.485a (S,«)" = S3«*. 

Die rez^roken Aftinoren kommen bei vielen physikdischen Aufgaben vor- 
So ist z. B. in einem Kristall die Dielektrizitätskonstante nicht mehr ein Skalar, 
sondern ein Tensor: i"= «li-i + «aj- j + ej!-!, wo *,, £j, «3 die drei Haupt- 
diel cktrizitätskonstinten und i, j, ( die Hauptachsen sind. Die elektrische Vcr- 
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schiebang 2) ist nur dann parallel der elektrischen Feldstärke Q, wenn sie einem 
der Gmndvektoren parallel ist. Sonst gilt aber die Beziehung 

Will man hieraus die elektrische Feldstärke als Funktion der Verschiebung be- 
rechnen, so genügt es, beide Seiten dieser Gleichung mit dem reziproken Tensor 

ZU multiplizieren: 

e = r-'3). 

Ein anderes Beispiel liefert die Beziehung zwischen dem Impulsmoment U 
und der Drehgesehwindigkeit b eines starren Körpers, der in einem seiner 
Punkte befestigt ist. Wir wählen diesen Punkt als Bezugspunkt für die Radien- 
vekiorcn aller Körperpunkte. Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes r 
ist dann: 

dtt . , 

Das Impulsmoment wird definiert als der Vektor 

U= Spt[tiVt] = — :Sfuu^ui = Tb, 
wo T ^ — ^/t, Ti ti der auf S. 276 definierte Trägheitstensor des Körpers 
ist. Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit dem reziproken 
Tensor T~', so erhält man die Drehgeschwindigkeit des Körpers als Funktion 
des Impulsmomentes: 

b = T->U. 
Die kinetische Energie des Körpers ist dann 

J Ub = |-bTb = -|-U'T'-iU. 

Eine interessante Anwendung der reziproken Tensoren bei der Unter- 
suchung von elektromagnetischen Wellen in Kristallen findet der Leser in den 
von F. Emde herausgegebenen AuszQgen aus Max we 11s El. imd Magn. 
S. isj— 154. 

•Aufgabe 170. 

11) Man berechne F aus der Gleichung 

a-ar = 0'm. 

b) Man berechne F aus der Gleichung 

(o.a-|-6-9)r = a.m + b-n. 
*Aufgftbe 171. Man finde einen zu a-Sl + b«© doppelt ortho- 
gonalen Affinor. 

^Aufgabe 172. Man beweise, daß für einen beliebigen Affiner *]> 



die Formel gilt: 



koko<|) = <l>S,<t». 
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*Äufgabe 173. Man beweise die Formeln 

s.(*"') = ^*- "»ä s,(<t.-') = -||-. 

g 44, Affinorreiheo. Versoren und Drehstrecker. 
Wir haben gesehen , dafi die Äffinorprodukte im allgemeinen nicht 
kommutatir sind; bei der Multiplikation ron Affineren muß man auf die 
Reihenfolge der Faktoren achten. Mau mufi deswegen bei Rechnungen 
mit Affinorprodukten sehr vorsichtig sein, denn auch die gewöhnlichsten 
algebraischen Rechenregeln, deren Anwendbarkeit fast aelbstverständlich 
scheint, sind fOr Afßnorprodukte im allgemeinen nicht gültig. Kur wenn 
♦V = W<t* ist, wenn also die Produkte von der Reihenfolge der Faktoren 
imabl^ngig, aUo kommutativ sind, kann man schreiben: 

486 ((tH(r)- = 0-»|f- (0V = Mf0) 

487 (<? + *V)- = ^"{l + ^1' l^V = V«J>) 

488 (^ + Mf)" = t ,n,"i,^, »-¥■--• {<I>»lf = V4>). 
Im allgemeinen ist aber 

489 (4>»(f)* = 4>Vt>V 

490 (^(t -j- »tr,« == 0s + (pijr -I- \|r(i) -j- \|r* 

491 (* + MO» 

= 03 ^ 0.i|r ^ 4,4rq) + V0» .)- ur«(|) + \|r0i|r + .jnir* + iirs 

492 (0 + (;nif)« = 0» + 0»ilf 4-0ilf0 + 4>¥0V usw. 
Es ist wichtig, den Fall henrorzuheben, daß die Ai^oren und W 

zneinander doppelt orthogonal sind. Dann verschwinden alle Pro- 
dukte von und W, und es wird deswegen 

493 (■!> + V)" = *" + V" (0»ir = »ir$ = O). 
So wird z. B. fQr die nte Potenz eines Tensors 

494 (ai . i + ßi . j + 7f . tr = a-i . i + ß"i • i + 1't ■ t 

Schon Oibbs und Peano haben Potenzreiben von .linearen Sub- 
stitutionen* betrachtet. Wir können Potenzreihen von Al^oren zur De- 
finitioD neuer Affinorea verwenden*). So können wir definitionsweise 
schreiben : 

495 ,» = , + ^+*; + *;_+... 

*) J. W. OibbB, Scientific papers, 1906 (1884), 8. 78—34. ~ 0. PeaDo, 
Calcolo geometrico aecondo l'Äiisdehnangslehre di H. Grafi mann, Tarin 1888. 
8. 150. 
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496 


«<»*='-^+i^-i;+ ■• 


M7 


-*=^-lf+l^-i^+- 


498 


6°f* = i + -^ + -ir+*r+--- 


499 


si"*=^+f + 4? + #+-- 


£00 


J. (fj = 1 - -2^ + 1^ - 2^+ . . . 




(Besselscfae Funktion*) 


501 


In (1 + *) = ♦ - ^~ + ^' - , . . n.w. 



Die letzte Gleichung gilt ^r Affinoren, die bei einer beliebigen Richtung 
des Vektors 31 der Ungleichung 

502 (09t)' = 9l«,<f3(<a» 

genligoD; denn fQr solche ÄHinoren konvergiert die Reihe 501. 

Die wohlbekannten Sätze ftlr diese FuDktionen gelten nicht mehr, 
wenn ihre Argumente Affinoren sind. Nur wenn «{»If^tir^ jst, kann 
mui schreihett 

503 e*e^ = e* + ^ (<t>Mr = V<t>) 

504 cos (4> + V) = cos <t>co3 V - »in sin V (* V = V*) 

505 ln0V = ln* + lnV (<»>¥ = l^*) usw. 
Der Beweis dieser Sätze kann in derselben Weise gefOhrt werden, wie 
fdr gewöhnliche Funktionen skalarer Variabein. 

Setzt man in diesen Gleichungen = ^'^, so kann man leicht die 
für einen beliebigen Affinor gültigen Beziehungen 

506 f°*e'*=c"' + ''>* 

507 e*c-* = e» = l 

508 cos 2 = cos *0 — sin *0 

509 In<l>»=2In«f 
usw. erhalten. 

Aus der Gleichung 507 folgt für einen beliebigen Affinor 4> 

510 ^♦ = -5,- = (,♦)-'■ 

Der Affinor e^ ist immer vollständig. 

*) Siehe Funktionentafeln von K. Jahn ke and F. Kmde, S. 90, Tenbner 1909. 
Spieircjn, VaktorrechnaiiB. lit 
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Sind r und A zwei zueiDander doppelt orthogonale Affinoren, 
50 Terschwinden alle Produkte ron P und A, und man erhält aus den 
Definitionsgleichungeo 495 bis 501 die iDteressanten Formeln 

511 g(r+A) = cr^_cA _i (rA = Ar = o) 

512 cos (r + A) = cos r + cos A - I 

513 sin (r + A) = sin F + sin A usw. 
FUr eine Summe von drei zueinander doppelt orthogonalen Dyaden, 

also fUr einen yollstäudigen Tensor 

T = ai-i + ßi-i + 7E-t 

erhält man entsprechend 

514 cT = c'" '• i' + e'"' ■ i' + ci^'- '> - 2 1 = i . ie- + i • i«" + t ■ tc^ 

515 cos T=i*icosa + i'jco8ß + f'tcos7 
Ö16 sin T = i ■ i sin a -|- i • j sin ß + f ■ t sin T 

517 Sin T = i • i Siti « + j • i Sin ß + f • f ©in f 

518 Jo(T) = i'i''o(«) + i-i«/«(ß)+t-f«'o('r) "sw. 

Aus Rücksicht auf den Umfang des Buches können wir hier diese 
Untersuchungen nicht weiter verfolgen. Um aber dem Leser die großen 
Vorteile der Rechnung mit solchen Affinorreihen zu zeigen, wollen wir 
noch folgende Aufgabe, betrachten: Die Geschwindigkeit ti = -77- eines 
materiellen Punktes sei eine lineare Funktion seines Radiusvektors. 

519 -§f = »t; 

man bestimme die Trajektorie dieses Punktes. Zur Lösung dieser Auf- 
gabe versuchen wir den Ansatz: 

520 t = .*'r.= {l+ *r( + ^C+ -^ (■ + ... jr. 

mit einem konstanten Integrationsvektor t^ (für t = wird r ^ Tq). Dif- 
ferenziert man beide Seiten dieser Oleichung nach t, so erhält man 

-^={-*+^' + 4^ '• + ■■>. = ♦'■*■'.=*'• 

Der Vektor r = c*'ro ist also die Lösung der vektoriellen Differential- 
gleichung 519. 

Es ist interessant, hiermit die Lösung derselben Aufgabe in kartesischcti 
Koordinaten zu vergleichen: Die Komponenten des Radiusvektors t in einem 
gegebenen Koordinatensystem seien t, y, z, die Bestimmungszahlen des .^ffi- 
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nors 4^ m diesem Koordinatensystem seien pxt, pip, px,, . . , p,,. Mit diesen' 
Bezeichnungen kann die vektoriellc Differentialgleichung 519 durch die drej 
Skalaren Differentialgleichungen dargestellt werden: 

dx 

-jf-=p»^x+p^,!f + p^.z 

519a -^ = ppxx + p,yy + p^,e 

dz , , 

Man erhält die Lösung dieser drei simultanen linearen Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten auf folgende Weise"): 

Man berechnet die drei Wurzeln Aj, Aj, X^ der charakteristischen Gleichung 

521 F{1) = \ p,. Py»—l P,. =0 

1 p.^ p.f p,, — l 

und erhält für die Funktionen x, y, t die Ausdrücke 

522 )j ~ Cu'iic^'' + Ci/j-je^" + CaAge^»' 
* = C,;',e^i ' + Cjr, e^* + C^rae^', 

wo C}, C}, C's die Integrationskonstanten sind und die drei Zahlentripel c;„ /3^, y^, 
K2, /9t, ^2 und «3, ^j, ^-j aus den Gleichungen 

(p..~l)a+p.^/i + p..r==0 

523 p,.a + (p„ - X)/? +i.y./ = 

p..a+p.,/9+(p„-l)y = 
bestimmt werden, in denen man für ). die Werte A|, Aj, A3 einsetzt. Die 
Gleichungen 532 müssen die Komponenten des Vektors t^ e^'Xg darstellen. Da 
aber die Gleichungen 521 und 523 mit den Gleichungen 375, jyi, S. 248, 
formal übereinstimmen, so kann man ihnen eine interessante geometrische Deu- 
tung geben. Wir können aber hier darauf nicht näher eingehen. 

In vielen Fällen ist es bedeutend einfacher, die Läsung der rekto- 
riellen Differentialgteicbunf; 519 statt in skalarer Form 522 direkt als 
vektorielle Reihe 529 zu berechnen. 

Wir wollen hier noch einen sehr wichtigen Spezialfall der Dif- 
ferentialgleichung 519 untersuchen, nämlich den Fall, daß der Affinor <t* 



*) Siehe z. B. H. (ioursat, Cours d'analyse mathematique, Paris 1911. Bd. 3, 
46S— 4ä6, oder J. Hnrn, Gewöhnliche Differentialgleicbnngen . Leipxig ISO«, 
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eiD konstanter Axiator ist, <t> = b = w c. Die Differentialf^leiohung 
lautet dann 

524 -|7- = "i.'^ = ['"^l <'•=!)• 
Ihr Integral ist 

525 r = f^"'ro. 

Wir setzen hier zur Abkürzung at = <p und erhalten die Reihenent- 
wicklung 

f" ~ — ' T j; ^T 2! ^ ^ 3! ^ T • • - 
Wir haben aber gesehen (Lösung 162, S. 352), daS sich die Potenzen 

eines Einheitsaxiators ähnlich wie die Potenzen von k — 1 = e ' rer- 
halten und daß I = i • i — t i ist. Wir können also schreiben 

oder 

526 «''lI = e • ( — c c cos (p + c sio (p 
und 

527 c*-— i"„ = c*rnC + p[ti,c!] cos f -j- [cr„] sin f. 

Die Formel 527 ist uns schon bekannt (vgl. Formel 234, S. 146): sie 
stellt einen Vektor dar, der aus [g durch eine Drehung gebildet wird. 
Die Diehachse ist mit c gleichgerichtet, der Drehwinkel ist f. Bei dieser 
Drehung bleibt also die zu c parallele Komponente von r«, unverändert, 
die zu c senkrechte Komponente wird um den Winkel f gedreht. £in 
Affinor, der bei der Multiplikation mit einem Yektor eine solche Drehung 
dieses Vektors bewirkt, heißt ein Versor. Wir erhalten somit den 
wichtigen Satz: Die Exponentialfunktion eines Axiators ist ein 
Versor. Seine Drehachse ist mit dem Vektor des Axiators gleichgerichtet, 
sein Drehwinkel ist gleich dem Betrag dieses Vektors. Der Versor e-^*' 
leistet also als PrSfaktor im Raum dasselbe, wie in der Ebene die 
komplexe Einheit c ^. 

Der Hndpunkt des Vektors r^ c— "'iq beschreibt also mit wachsen- 
dem t einen zu c senkrechten Kreis. Das war auch von vornherein zu erwarten, 

denn die Formel — r^ ^ (br] stellt die lineare Geschwindigkeit eines Punktes t 
dar, der sich um die Achse [br] = mit der Winkelgeschwindigkeit w = |b| 

dreht. 
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Fflr ? = -j erhält man 

528 e^""— e-c + c. 

Dieser Affinor beifit quadrantaler Versor, weil er bei der Multi- 
plikation jeden mit ihm multiplizierten Vektor um einen Quadranten dreht. 
Ebenso heifit 

529 «"— = c • c + c c 

biquadrantaler Versor, weil er jaden mit ihm multipUzierten Vektor 
um den Winkel n dreht, d. h. ihn an der zu c parallelen Achse spiegelt. 
Die Formel 526 kann in gewissem Sinne als Verallgemeinerung der 
Eulerscben Formel e *" = cos » -|- * sin f sufgefafit werden, in die 526 
für c To = Übergeht. Auch ß-^*" ist eine periodische Funktion des 
Skalars f mit der Periode 2jc. Ist m ein beliebiger positiver oder nega- 
tiver Skalar, so kann man auch die »«-te Potenz des Versors e*'— be- 
rechnen. Es wird 

530 e'"^" = e"''J- 
oder 

531 (c*c — c c cos ip + c sin f)" = C'C — c c cos »ly -(- C sin»»y. 

Die Formel 531 ist analog dem Moirrescben Satz fUr komplexe Zahlen. 
Hieraus folgt, dafi man jeden Versor als eine Wurzel des Einheitstensors 
auffassen kann: Sucht man z. B. die »-te Wurzel des Einheitstenaors 
\ — e ■—', vo k eine beliebige ganze 2ahl sein kann, so erhält man, 
bei gegebener Richtung des Einheitsvektors c, n verschiedene Versoren, 
deren »-te Potenz gleich I wird. Diese Versoren sind 



532 c", e " — ', e "—,..., ß " — ' . 

Da aber die Richtung von c beliebig gewählt werden kann, so sieht man, 

dafi es nnendhch viele Versoren gibt, deren n-te Potenz gleich 1 ist. 

Da eine konjugierte Affinorsumme gleich der Summe der kon- 
jugierten Summanden ist, so erhält man den zum gegebenen konjugierten 
Versor durch Vertauschung des Axiators c mit dem konjugierten Aiiator 
(0. = -_c: 

Hieraus folgt der Satz: Der konjugierte und der reziproke Versor 
eines gegebenen Varsors sind einander gleich. Sie bewirken beide 
eine der Drehung des gegebenen Versors entgegengesetzte Drehung. 
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Mit anderen Worten: Das Produkt eines Versors mit seinem konjugierten 
Versor ist gleich dem Einbeitstensor, 
&33& c'"-! («•'i), = I. 

Die Gleichung 533a wird aber nicht nur von dem Versor c*"— , sondern 
auch von dem Affiner — c^-^ erfOllt. Dieser Affinor bewirkt außer der 
Drehung auch eine Richtungsumkehr des mit ihm multiplizierten 
Vektors. Ein rechtsgängiges System von Grundvektoren i , j , f geht 
durch Multiplikation mit einem Versor e"*"-^ in ein anderes rechtsgängiges 
System i', j', V von Grandvektoren Ober. Der Affinor — e''" trans- 
formiert aber diese Vektoren in — i', ~ j', — f, so daß ein Rechtssjstem 
in ein Linkssystem umgewandelt wird. Deswegen bat Gibbs den Affinor 
— c*"— Perversor genannt. 

Um zu sehen, ob die Oleichung 533a ftlr einen Versor (oder Per- 
versor) charakteristisch ist, betrachten wir einen beliebigen AiHnor (p, 
der die Bedingung 

534 <p, = $-1, d.h. 0, * = l 

erfüllt. Ein solcher Affinor laßt den Betrag jedes mit ihm multiplizierten 
Vektors ^ unverändert, denn es ist, für jede Richtung von 31, 

535 (031)' = 3t<t>,<»>3t = 3tl3( = 3t'. 

Um zu beweisen, daß die Multiplikation mit 4> an allen Vektoren die- 
selbe Drehung bewirkt, gentlgt es, zu zeigen, daß das skalare Produkt 
zweier beliebigen Vektoren unverändert bleibt, wenn man jeden Faktor 
mit $ multipliziert. Das ist auch in der Tat der Fall: 

536 (031)'^» = 2t<t>.<ti» = 11» = aiS. 

Es ist aber wichtig, zu bemerken, daß die Gleichung 53() eine 
Folge von 535 ist. Denn man erhält unter Benutzung von 535 fUr zwei 
beliebige Vektoren 91 und 33: 

{<P{-K + 331}' = 31' + 2 31SB + 4)* = (<t>3t)- + (08)* + 2(031)033 

und folglich 

2(031)0» = 231 a(. 
Eine affine (1) Raumtransformation 0r, die den Betrag von c 
unverändert läßt, kann also nur in einer Drehung des ganzen 
Raumes bestehen (verbanden mit einer Richtungsumkehr aller Strahlen 
bei einem Perversor). Jeder Affinor, der die Gleichung 534 befriedigt, 
ist also ein Versor oder ein Perversor*). Zur Unterscheidung können 

'') Burali-Forti und Marcolongo betrachten die lileichun^ 535 oder 536 
als Definitionsgleichungen einei' ,isom6rie vectorielle" , die sowohl ein Versor, als 
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wir die fOr einen Veraor charakteristische Beziehung angeben (rgl. 
die Lösungen der Aufgaben 134 b, 135b, S. 338 und S. 340) 

537 ko<P = <t> (Versor). 

Hieraus folgt die Beziehung zwischen dem ersten und dem zweiten Skalar 

538 S, <t> = Si * (für einen Versor) 

539 S,* = - S,* (ftlr einen Perversor). 
Die dritten Skalare sind: 

540 Sa* = 1 (für einen Versor) 

541 Si4' = — 1 (fUr einen Perverser). 

Den Beweis dieser Gleichungen Überlassen wir dem Leser. Selbstverständ- 
lich sind die Gleichungen 540 und 541 nicht charakteristisch ftlr einen 
Versor oder einen Perverser. 

Sind die Einheitsvektoren i, j, f zueinander orthogonal, so sind es 
auch die Einheitsvektoren 

i' = <-''^i, i' = c^-^i, f = e^'^ t, 
weil nach 536 die Gleichungen gelten: 

i'j'=ij=0, j'C=jf = 0, fi' = (i = 0. 
Das Dreikant i, j, t dreht sich bei der Multiplikation seiner Kanten mit 
dem Versor e*— , wie ein starrer Körper, und nimmt eine neue durch 
die Vektoren i', Y, t bestimmte Lage an. Man kann also jeden Versor 
(Perverser) in der Form 

542 <P = i' . t + i' . j + r - r 

darstellen, die die Normalform des Versors (Perversors) heiSt. (Bei 
einem Versor sind beide Vektorentripel gleich orientiert, bei einem Per- 
verser bildet das eine Vektorentripel ein Recbtssjstem , das andere ein 
Linkssystem.) 

Wir wollen jetzt zeigen, daß jeder Affinor <(* als Produkt eines 
Tensors mit einem Versor dargestellt werden kann. Beschreibt der 
Endpunkt eines Einheitsvektors r,, eine Kugeloberfläche, so beschreibt der 
Endpunkt des transformierten Vektors r' = <t>r|, eine geschlossene Fläche 
zweiten Grades, also eine EUipsoidoberfläche (fUr planare Afflnoren wird 
diese Fläche in eine Ellipse, fQr lineare Affinoren in eine gerade Strecke 
ausarten). Man kann immer drei Grundvektoren i^ j', V 6nden , die 
parallel zu den Achsen dieses Ellipsoids sind. Im allgemeinen braucht 

auch ein Perversor sein kann. Einen Versor nennen sie .Totation vectorielle', einen 
FerverRor .antirotstion vectorielle*. Siehe Transform&tions unfaires, S. 47— *>0- 
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der £inheit«Tektor Cg niclit parftUel zu i' zu sein, wenn t' mit einer der 
£llipsoiiiachien zusftnuneiif&llt Mao kann aber füt jedeR ^lipsoid einen 
solchen Tensor 

T = .i'-i'+pi'-i'+vl'-f' 

finden, der die TOn einem EioheitsTektor n beschriebene Kugel in das 
EUipsoid des Vektors i' = T n = $ lo transformiert. Die Vektoren 
n und r« beschreiben dieselbe Kugeloberfläche, brauchen aber nicht ein- 
ander parallel zu sein, weil ii für die Hauptachsenrichtungen parallel 
zu i' ist. Die lineare Transformation il = W^tc die den Vektor r,, in den 
Vektor u Qberftihrt, kann aber nur eine Drehung sein, weil der Betn^ 
des Vektors c^ bei dieser Transformation nicht geändert wird (S. 294). 
Den drei Richtungen i', j', t' des Vektors n entsprechen also drei zu- 
einander senkrechte Richtungen i, j, t Ton Xa- V = i'*i + j'- j + ('- 1 
ist ein Versor, und man erhält r'= TVii = fr,,, oder 

(p = TV = (a i' . i' + ß j' ■ i' + T t' • r'Ki' • i + j' • i + f ■ t), 
also 
543 <t> = ai'.i + ßj'.i4-Yt'-f. 

Die Form 543, in der ein beliebiger Affinor dai^^tellt werden kann, 
heißt auch Normalform dieses Affinors. Die Gleichung 543 best^ 
daB jede affine Raumtransformation zerlegt werden kann in eine Drehung 
und eine reine Deformation, bei der drei zueinander senkrechte Rich- 
tungen unverändert bleiben (vgl. S. 266). Die Gleichung 54S kann man 
auch in der Form 

543 a = (a i' ■ i' + ß i' . j' + ■( r ■ t') c''^ 

schreiben, wo <p den Drehwinkel und c die Richtung der Drehachse an- 
gibt. Es ist aber auch bei dieser Zerl^^ng auf die Reihenfolge der 
Operationen zu achten, denn man erhält verschiedene Raumtransforma- 
tionen, wenn man die Drehung vor oder nach der reinen Deformation 
ausfuhrt. 

Die Änderung der Reihenfolge der Faktoren ist zulässig, wenn der 
Tensor T in einen Skalar T = a I ausartet. Der entsprechende Affinor 

544 = ac'°-l- = o(i'-i + \'-\ + f'-t) 

heißt Drehstrecker, weil er «ine Drehung des Raumes und eine 
Dehnung aller Strecken im selben Verhältnis a : 1 bewirkt. Sowohl der 
Versor, als auch der Perreraor können als spezielle Drehstrecker auf- 
gefaßt werden: fQr o = 1 wird 544 zu einem Versor, für a = — 1 zu 
einem Perversor. 
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Mm sieht aucli sofort, daS fUr einen Drehstrecker die Formeln 
gelten 

545 koafl''-= oU"- 

54ti SjCac"-) = c* 8,(6"-) = «*(i'i + \'\ + t't) 

547 8,(0«"-) = o'. 

Berücksichtigen wir die für drei Grundvektoren i, j, t gfiltigen Formeln 
_i^=f.j-i.| und M=-(i.i + M), 
so können wir den Versor e^J-t nach ^26 in der Form 

548 e'^= i.i + (i.i + t.r)cos,, + (f.i-i-l).iiHP 
schreiben. Nehmen wir jetzt statt der Grundvektoren drei beliebige nicht- 
komplanare Hinheitsvektoren m, n, p und bezeichnen ihre reziproken Vektoren 
mit m', n', p', so können wir als Verallgemeinerung des Versors 548 den 
Affinor 

549 r = m • m' -|- (n • n' -)- p • p') cos ^ -f- (p . n' - n ■ p') sin (^ 
betrachten. Auch F ist eine periodische Funktion von tp mit der Periode 2 t. 
Der Endpunkt des Radiusvektors i = Ptu beschreibt bei Änderung von tp eine 
geschlossene Kurve zweiten Grades, also eine Ellipse. Um die Gleichung dieser 
Ellipse zu finden, zerlegen wir den Vektor i^ in der Form 

Xq = am -\- b{n cos qtio + p sin (pa), 
was bei passender Wahl der Konstanten, a, b, tf^ immer möglich ist. Dann 
wird, wie eine leichte Rechnung zeigt, 

550 t = r ■c„=^am-\-b{ncos(^o-\-tf) + psm(tfo + <f.)]. 

Die zu m parallele Komponente von Ta bleibt unverändert, die in der n, p-Ebene 
liegende Komponente von r„ beschreibt die Ellipse 

551 t = 6(n cos ß + p sin «), 

und zwar so, daß a ^ tfg-^- ip wird. Man nennt deswegen den Affinor F 
einen elliptischen Versor (Gibbs, Budde). 

Man kann leicht beweisen, daß der Flächeninhalt des von den Vektoren 
Tg und X begrenzten elliptischen Sektors proportional dem Winkel <p ist. Man 
kann auch beweisen, dal) für jeden Skalar /i die Gleichung gih: 

552 (ry = m«ni' + (n-n' + p-p') "s /*y -j- (p-n' — H'P') sia /tip. 
Folglich kann ein elliptischer Versor immer als Wurzel des Einheitstensors auf- 
gefaßt werden, weil, nach 5 ja, 

553 (F)~*~ = m . m' 4- (n- n' + p . pO cos 2 « = I 
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Aufgabe 174. 

a) Man finde wenigstens einen Affinor P = |/T, der die Gleichung 

r* = T = ai-i + ßj.j+Tf-t 
befriedigt. 

b) Man finde wenigstens einen Affinor F =^\/^i, der die Oleichung 

r» = i 

befriedigt. 

*Aufgabe 175. Uan beweise die Formeln 

sin {(p i ) = i Sin f, Sin (y i ) = i sin tp 



cos ("p i I = i • i — i i Gof Y, 6o) ((p t ) = i ■ i — i i cos ip. 

"^Aufgabe 176. Man zeige, daß, wenn >, v) zwei unendlich kleine 
Skalare sied, die Formel 

gilt. 

Aufgabe 177. Eiu materieller Punkt r von der Masse m bewegt 
sich unter dem Einfluß einer Kraft K = — ^r. Man berechne seine Be- 
wegung als Funktion der Zeit. 

*Aufgabe 178. Man beweise den Satz: Wenn die Gleichung 
I0r)* = a*r* oder <!>,<(> = «* 
fUr jede Richtung des Vektors r gilt, so ist ein Drehstrecker (a ist 
ein konstanter Skalar). 

♦Aufgabe 179. 

a) Man berechne die Richtung der Drehachse und den Drehwinkel 
des Versors 

t' = i'-i + i'-i + ('-r. 

b) Dieselbe Aufgabe für den Versor 

i-i + i-t + f-i. 

'Aufgabe 180. Man berechne die drei Skalare und den Koaffinor 
eines in Normalform dai^estellten Affinors 

(|) = .i'-i + Pi'-i + Tf-t. 
*Aufgab« 181. M»n beweise die Formeln 

a) S,(* + W)-S,»-S,l|r = S,*S,<f-S,it»|f, 

b) S,(* + >!')- S,*-S,¥ = S,{*,kol|f + V.ko»). 
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♦Aufgabe 182. 

a) Han beweise die Formel 

S,(««)==(S,0)»-2S,<t>. 

b) Mao beweise die Formeln 

Kapitel m. 

AfflnonnalyRift. 

g 45. Ableitungen von Affinoren nach einem skalaren 
Parameter. 

Ist der Affinor ^(l) eine Funktion des skalaren Parameters t, 
kann man seine Ableitung nach diesem Parameter definieren als 



4t-=.'™¥i*1' + »-*W|- 



So wird z. B. für eioe Dyade St -93, deren beide Vektoren 31 und 33 
Funktionen ron t sind: 

^-i =.'™ i 1 31 (( + ») • 9 (I + « - ä (0 • » (I) I 

=^lim i {ä(( + W . S(( + *) - %{ll ■ a(l + *)) 

+ lim i JSI((I . »{) + ;.) - 5I(!) •»(()] 
oder 

Ebenso erhält man 

557 _l.(*V) = *4t + ^V 

Bei der Berechnung der Ableitungen von Affinorprodukten muB man 
genau auf die Reihenfolge der Faktoren achten. So darf man im all- 
meinen nicht die Oleichung 



schreiben, sondern es wird 



dt ~ ^ d( ' di . * 
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Es kommt oft vor, daß man Affmoren zu betrachten hat, die relativ 
zu einem bewegten Koordinatensystem konstant sind, und daß man 
ihre Änderung relativ zu einem festen Koordinatensystem zu berechnen 
hat. Es sei z. B. OX, Y^Z, ein bewegtes Achsenkreuz, das sich mit der 
Winkelgeschwindigkeit ti = iuc relativ zum festen Achsenkreuz OXYZ 
dreht. Ein gewöhnlicher Skalar hat keine Orientierung im Räume, ftlr 
seine Bestimmung ist die Wahl der festen Richtungen im Räume gleich- 
gültig. Ein Vektor ist dagegen eine gerichtete Größe. Bleibt ein Vek- 
tor % relativ zu dem bewegten System konstant, so ändert sich dieser 
Vektor relativ xu dem festen System OXYZ, und es wird (Formel 233 
S. 146) 

560 4r^*"i,^=.^"^- 

Bei einem Affinor, der relativ zu OX, Y^Z^ konstant bleibt, andern sieb 
sowohl die Antezedenten, als auch die Konsequenten relativ zu dem festen 
Achsenkreuz. Folglich erfährt eine Dyade 9t • S dabei die Änderung 

561 -^(— =_b 3( • « + 31 •^■« = i_^l ■ « - 31 ■ «^. 

Da aber jeder A^nor als eine Dyadensumme aufgefaßt werden kann, so 
erhält man fQr die Änderung eines beliebigen, relativ zu OX, l',^, kon- 
stanten AKnors <t> den Ausdruck 

562 * -^ = b $ _ <p b . 

Diese Formel kSnnen wir auch auf einen Axiator 31 anwenden und er- 
halten 

563 'Tif =1 JL~£A- 
Da aber anderseits 

ist, so folgt die fOr beliebige Vektoren 31, b gültige Gleichung 

564 ,|>31], =b 3t- at b. 

Diese Gleichung folgt auch ohne weiteres aus den Formeln 428 a und 450, 
Beide Seiten von 564 sind gleich 3t • b - b ■ ä. 

Als Anwendung der Formel 562 wollen wir die Hu) ersehe DifTeremial- 
gleichung für die Bewegung eines starren Körpers um einen feiten Punkt ab- 
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leiten. Diese Differentialgleichung bringe die Tatsache zum Ausdruck, daß 
während der Bewegung das resultierende Moment 3R der äußeren Kräfte gleich 
der Ableitung des Drehimpulses nach der Zeit ist. Der Drehimpuls ist aber 
gleich Tb (S. 287), wo b die Drehgeschwindigkeit und T = — jSpiti r* 
{Formel 458, S. 276) der Trägheitstensor des Körpers im festen Punkt ist. Der 
Trägheitstensor ist aber konstant relativ zum starren Körper. Die Eulersche 
Differentialgleichung lautet also 

oder 

weil T b b = ist. Vgl. Aufg. 168, S. 282. 

*Auf(;abe 183. Uau beweise die Formel 

dt - ^ rf( * • 

die fUr jeden Tollständif<eii Aünor gilt, der eine Funktion des skalaren 
Parameters t ist. 



% 46. Der Nablaaffinor eines Feldrektors. 

Die auf S. 112 geflohene allgemeine Definition der räumlichen Ab- 
leitungen von Ortsfunktionen ist auch auf solche Ausdrucke anwendbar, 
in denen außer Vektoren und Skalareu auch Affinoren vorkommen. So 
können wir von jeder vektoriellen Ortsfunktion t) die Ableitung 



V ■ D = lim — S di -v 



bilden. Diese Ableitung wollen wir den Nablaaffinor des Vektors v 
nennen. (Man gebraucht oft ftlr den Ausdruck 565 die Bezeichnung 
.Nabladyade"; da aber 565 eine Dyadensumme ist, so braucht dieser 
Affiner nicht unbedingt eine Dyade zu sein.) 

Multipliziert man den Nablaaffinor V » «Js Postfaktor mit einem 
EinheitsTcktor n, so erhält man die Ableitung des Vektors nach der 
Itiehtung von n: 
566 ii(V*») = ilV* w = "ä« ■ 

Kennt man fClr drei beliebige nichtkomplanare Vektoren m, II, p die 
Produkte 
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80 erhält man für V ' D den Ausdruck 

567 V = m' . aw + n' • 9t + p' • !(}, 

wo in', n', p' di« zu ni, n, p reziproken Vektoren sind. Der Ntbla- 
a^Dor V • n ist also die Größe höherer Ordnung, von der auf S. 84 und 
133 die Rede war. 

Multipliziert man den Gradienten einer skalaren Ortsfunktion <p mit 
der Verschiebung; dt ihres Aufpunktes, so erhält man das entsprechende 
totale Differential dieser Ortsfunktion, 

rfr grad f = (grad f) dt = il<f. 
Man kann also den Gradienten einer skalaren Ortsfunktion als die totale 
raumliche Ableitung dieser Funktion bezeichnen und definitionsweiss 
schreiben 

568 grad f = 

wo -g^ nicht das Verhältnis des Skalars df zum Vektor dt bedeutet, 
denn ein solches Verhältnis hat keinen Sinn. Dann hat man unabhängig 
von der Reibenfolge der Faktoren 

568a dt4^=-p-dt = df. 

dv dx ' 

Ebenso erhält man das totale Differential einer Tektoriellen 
Ortsfunktion v, wenn man ihren Nablaaffinor mit der Verschiebung dt 
des Aufpunktes multipliziert (rgl. S. 132): 

569 dr{v • o) = drv ■ d = rfn. 

Hier muS man aber auf die Reihenfolge der Faktoren achten. Nimmt 
man dt als Postfaktor, so erhält man nicht mehr das Differential des 
Vektors D, sondern den Gradienten seines skalaren Produktes mit dem 
konstanten Vektor rfr, 

570 (Vt))dr = v(Ddr). 

Der Mablaaffinor ist im allgemeinen nicht symmetrisch. Der kon- 
jugierte Affinor (V * d)< ist definiert durch das konjugierte Hllllenintegral 



571 


(7-D). = liiii~/(df-o),. 


Da aber 
so wird 


(df-»), = ».df = df.v> + |Wft.] 


ÖJ2 


(V»). = 7-» + ,">t».. 
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Diese Gleichung folgt übrigens aus der Formel 178b, S. 115: nach dieser 
Formel gilt für einen beliebigen Vektor n 

n(V*l')c = (V'On = 7(»n) = nV'i> + n ,rot n^ , 
woraus durch Abtrennung des willkürlicheD Vektors n die Gleichung 572 folgt. 

Die Schreibweise (V * v)e fQr den koDJugierten Nablsaffinor ist ziem- 
lich kompliziert. Wir können ihn, nach Vorschlag von P. Em de, durch 
den einfachen Ausdruck o • V darstellen , wo der Pfeil über dem Nabla- 
zeichen andeuten soll, daß es nicht, wie gewöhnlich, auf die rechtsstehen- 
den Gröfien («Rechtsnabla"), sondern auf die linksstehenden wirkt („Links- 
nabla"). Man kann aber auch, in Anlehnung an die Schreibweise von 
Burali-Forti und Marcolongo, den konjugierten Affinor als einen 
Differentialqnotienten schreiben, indem man definitionsweise schreibt 

ilx= (.7-»).fir = (v'V)dr = (irv» = do 

it-||-=(?t(0' V) = (V-D)dr = V(DÄt). 

Den Affinor -^— wollen wir den Ableitungsaffinor des Vektors ü 
nennen. Nach 569 und 574 ist also das totale Differential du eines Feld- 
vektorsD gleich dem Produkt des Nablaaffinors V*l> mit dem PräfaktortJr 
oder gleich dem Produkt des Ableitungsaffinors 'jr~^(V*n)e mit dem 
Postfaktor dt. Diese Festsetzungen sind ganz willkürlich, und man kdnnte 
ebensogut auch den Nablaaffinor durch -j— bezeichnen. Die gewihlte Be- 
zeichnungsweise erlaubt aber, die beiden konjugierten Affinoren bequem 
voneinander zu unterscheiden, und stimmt auch in gewissem Sinne mit 
den Bezeichnungen von Burali-Forti und Marcolongo Qberein. 

Den Nablaaffinor kann man, wie jeden Affiner, in einen symmetri- 
schen und einen antimetrischen Teil zerlegen. Man erhält 

576 t8(V») = tsif = |{ V n + (V • «). j 

= V*P-f- -^ ifot P| = -j^ 2"li2L^' 

577 ax(V ■ d) = ä'i™'^ "1' " "d^ = +-.y,^oto.. 



573 




Dann wird auch 


574 


TT 


und 




575 


<1 
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Man sieht, daß der Rotor eines FeldToktors gleich dem doppelten Vektor 
seines Ableitungsaffinors ist. 

Es ist auch klar, daß die Divergenz eines Feldvektors gleich dem 
«rsten Skalar seines Nablaai^nors ist. 

578 diT» = S,(VD) = S, 4f 1 

weil der erste Skalar einer Dyadensumme d>il\ 'l gleich der Summe der 
ersten Skalare <ffT ist. Die A-usdrOcke für den zweiten und den dritten 
Skalar eines ^ablaaffinors sind aber viel komplizierter, weil der zweite 
und der dritte Skalar einer Dyadensurame nicht gleich ist der Summe 
der entsprechenden Skalare aller Summanden (siehe S. 208). Der zweite 
und der dritte Skalar einer gewöhnlichen Dyade ^ • d ist Null. Dagegen 
ist im allgemeinen S, (V • o) und Sj (V * d) tou Null vetscbieden (»gl. die 
Formel 588 und die Aufgabe 188). Man darf also bei der Bildung des 
zweiten und des dritten Skalars den Nablaoperator nicht mehr als Vektor 
behandeln, weil diese Skalare keine linearen Funktionen des gegebenen 
AHinors sind. 

Der Nablaaffinor eines wirbel freien Vektors grad f ist gleich 
seinem Ableitungsaffinor, er ist also ein Tensor, 

579 vgradT = ^^^^=te-if^ = V-VT. 

Der Nablaaffinor eines quelleofreien Vektors hat den ersten Skalar Null. 
Ist der FeldTektor zugleich quellen- und wirbelfrei, so ist sein Nabla- 
affinor ein Tensor, dessen erster Skalar Null ist. Ein solcher 
Tensor ist von Scheuten*) Deviator genannt worden. Der Nabla- 
affinor eines Laplaceschen Vektors ist also immer ein Deriator- 

Es ist sehr leicht, den Nablaaf^nor des Radiusrektors zu berechnen. 
Für einen beliebigen Vektor % gilt die Formel 

atvr = 3t = 3ll, 
woraus durch Abtrennung des willkürlichen Vektors 3t die Gleichung 

580 V • r = I = 4f 
folgt. 

Man aieht auch ssfort, daß 

581 vX9t = vX3H-V-Xa = X7.9l + (v>.)'ä 

Grundlagen der Vektor- nnd AffinoranalygiB , 1914, 
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§46 

und 



Be^immangatahleii dei NablaafliDors SOS 

Zerl^^ wir <t«n Feldrcktor D in seine Komponenten nach den zu 



den Qmndrektorett parallelen Achsen oX, oY, oZ, 

so wird 

583 V'ti = 7M*i + Vi"j + Vwt 



und 
S84 



•i^ + i- 



- + t-A 



= i«v« + i* Vi- + (• VW 



■1^-^ + 



dv 



•i + - 



.(. 



Wollen wir diese Affinoren als Summen Ton neun Dyaden in der Form 
i "i/^x + i • j'j-j + ■ ■ . + (• it., dantellen, so genflgt es, ihre Bestim- 
mungszahlen anzugeben, etwa in der Form 

( 1^ ÄIL S}L 

dx dM dz 



585 V • D = 



du dv dir 
dy dy dy { 



dv dv 



ir ~ dx du dz 

I 1^ ll- lill 1^ l^ Ist 

\ dz dz dz > ' dx dy dz 

(vgl. die Formeln 363 und 364 auf S. 245 und auch die Lösungen der 
Aufgabe 89, S. 206). Femer wird 



ax- 



1 



,rot ö 



-jLiKdy dz/^l-iKdz d.r}^l2\Sx dy 



587 ts(VB)= |(- 



3« 1 /dr^ . du\ \^{dti . dtD\ 

dx 2 \dx~^ dy) 2\dz '^ dx) 

L _u JjL\ 1^ L (iE. _L lL.\ 

t: dy) dy -iKdy ^ dz } 



du , djr\ 1 (djr . dv \ 

dz '^ dx) 2\dy^ dz) 



dv 



Da 587 ein Tensor ist, so genügt es. seine sechs Bestimmungszahlen 
anzugeben : 

587. fa(v. .)={'", |; -y-. 



1 jdtr I dv\ l /d 



(Man beaclite die gewählte Reihenfolge der Bestimmungszahlen.) 
Spiflirain, Vaktomobnniic. 30 
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Der dritt« 8kalar. Unvollständige Nablaaffinoren. 



Di« Detennitutnt» der Bestimmangszahlen io 585 ist gleich dem 
dritten Skalar des Nablaaffinon (AbleitucgsafEnors), 



588 



S,(V'0) = S, 



dx 



du da 
dv_ _3v_ 
dy dz 



= V « 7 tJ V w. 



dx dy dz 

Das ist die Funktionaldetenninante der drei Ortsfuuktionen u, v, to. Ver- 
schwindet diese Determinante, so ist der Nablsaffinor nicht mehr voll- 
ständig, nnd es besteht eine. Beziehung zwischen den Komponenten u, v, ui 
des Feldvektors, Das ist z. B. der Fall bei einem Feldvektor von kon- 
stantem Betrag 

D* ^ «*+«* + w* i= const. ; 

seilt Kablaaffinor ist plaoar, denn es gilt fOr jeden Feldpunkt 
(V ■ n) » = V (o d) = 0. 

Die Ableitungsaffinoren treten in einer großen Zahl von Problemen 
auf. Besonders wichtig ist der AbleitungsafBnor fDr die Untersuchung 
der Deformation eines kontinuierlichen Mediums. Ehe wir uns dieser 
Untersuchung zuwenden, wollen wir die räumlichen Ableitungen von 
Aninoren und Afflnorprodukten betrachten. 

^Aufgabe 184. 

a) Man beweise die Formeln 

V . [3(33] = (7 • 90 » - (V • ») ä 






L = a 



d» 



dSt 



b) Man berechne V*[cr] und - 
tor ist. 



-[er], wo c ein konstanter Vek- 



g 47. Räumliche Ableitungen von Affineren. 

Wir haben schon in der Vektoranalysis Ableitungen verschiedener 
Affinoren kennen gelernt, wie z. B. 

589 7(a • 93) = 791 . » = ä grad • » + 8 div 31 

590 V = 7 P = [7d] = rot d 



591 



VX D = (7Ji) D + >.7 B = >■ rot — n gradX 
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§ 47 Traktor. Fl&cheDt»ktor. 307 

Um die Übersichtlichkeit der Formeln zu erhöhen, wollen wir fDr die 
Ableitungen von Affineren besondere Bezeichnungen anwenden. sei 
ein beliebiger örtlich variabler Affiner. (Man kann von einem Affin or- 
feld Örtlich variabler A^noren sprechen, genau so, wie man von einem 
Vektorfeld oder einem Skalarfeld spricht) Wir nennen, nach F. Emde, 
Traktor von l* und bezeichnen mit tr<t» den Vektor 

592 tr<|) = vi» = lim — 1^ df*. 
FQr den konjugierten Affiner gilt duin 

593 trt>, = V*» = *7 = lim-|-^1>df. 
Mit dieser Bezeichnung wird die Formel 5S9 zu 

594 trOl • ») = grad K • SB = 91 grad • 33 + Ö div 3t . 
So findet man z. B. leicht, daß 

594a tr(cT) = c, tr{fc) = 3c, tr ts(c* r) = 2c, 

wenn c ein konstanter Vektor ist. Ebenso findet man aus 590: 

595 tr w = rot . 

Der Operator V heißt also Gradient, Divergenz oder Traktor, je nach- 
dem er auf Skalare, Vektoren .oder Affinoren angewendet wird. Der 
Gradient eines Skalars ist ein wirbelfreier Vektor, der Traktor eines 
Affiners ist ein beliebiger, der Traktor eines Axiators ein quellanfreier 
Vektor. Die Divergenz eines Vektors ist ein Skalar. 

Wird ein Af^or <t> auf einer Fläche unstetig, so kann man 
seinen Fläcbentrakter Tr0 definieren durch die Gleichung 

592 a Tr<I) = n(<t>,-1>,), 

wo n der Normaleneinheitsvektor ist*). 

Um eine Anwendung von dem Traktor eines Af^nors zu gebeo« 
betrachten wir in einem Uedium den Spannungsaffinor (vgl. S. 244) 

Auf jedes Flächenelement df=(2/n wirkt die Kraft (fffl. Auf die 
Halle i^ eines Raumteilei v wirkt die resultierende Kraft ^df Fl. Wenn V 

unendlich klein wird, so erhält man ttii die Kraftdichte, d. h. für die 
auf eine unendlich kleine Volumeinbeit wirkende Kraft R den Ausdruck 

•) F. Emde, Znr Vektoreotecbnniig, S. 6. 
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308 Vortoi. § 47 

596 ft = -i-^dfn = trn. 

T 

Nimmt man die Achsen X, OY, OZ parallel zu den Grundrektoren, so 
erhält man in bartesischen Koordinaten 



596a S = trn = 4^ + 



dx '^ dy ^ dz 



So ist z. B. der Traktor des Faraday-Maxwellschen Spannungs- 
tensors (S. 236) gleich: 

r(®.e + (£-®- e®) = ediTS) + sd;Te-[GrotDi - [3) rote]. 

HaD kann nicht driagead geniig empfehlen, bei aolcheo Rechaaugen nach 
Möglichkeit mit Affinoren direkt za operieren, statt formal mit den Kom- 
ponenten zn rechnen. Sonst verliert man sehr leicht die Übersicht bei der Rechnung. 
So schreibt E. Badde auf S. 184 seines Lehrbuches der Tensoren und Dyadcn den 
Gradienten eines Skalars a\ = ^ in der Form 

I7o 
V« 
Va 

Dieser Gradient ist also gleich Va(i>i + i*J + I*t)=V<i- Budde meint dagegen, 
daß ein solcher Ausdruck .nicht ein einfacher Gradient, Eondern ein Formaltensor 
(ist), dessen DiagonalgÜeder Gradienten sind. V0 kann also nicht wohl als grad (f 
bezeichnet werden*. Ebenso meint Budde aaf S. 199 unten, daB man nicht die 
Gleichung (V* t>)u = Vfi'i') schreiben dürfe. .Man muß vielmehr das Dyadentripel 
(den I^ablaaffinor) , wenn man es mit einem Vektor mnitiplizieren will, vorher in 
seine Bestandteile auflösen . . . FOr die Anwendung bietet also das V i V lin DDserer 
S^ihreibweise V • d) .keinen ersichtlichen Vorteil, aasgenojnmen gelegentlich die Karae 
der Schreibweise.* 

Wir wollen jetzt eine dem Rotor eines Vektors analoge Ableitung 
des Affinors einführen. Wir nennen*) „Yortez von ^'' und be- 
zeichnen mit Ttz<t> die Ableitung - 

097 Ttx* = V * = Um — i£ ,rff.*. 

Bei dieser Ableitung wird also der symbolisclie Axiator 
698- • ^^Z^-iM+th+l-W 

. =(«-i-i-t)^+(i-f-<-i)-jV + «-l-l-«-8V 



*) W. Voigt hat vorgeschlagen, den Rotor eines Vektors ,Vortps' 
Doch ist dieser Name nicht gebr&nchlich geworden, so daB man über ihn anderweitig 
Terfflgen kann. 
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§ 47 Vortex einer Dyade. Turbor. 309 

uigewendet. G&nz ähnlich kfiBoen wir auch den Vortex eines gewöhn- 
lichan Skal&rs tp definieren: 

599 ■?txcp = VT = 7T= I grad y , . 

Wird der Af^nor ^ auf einer Fläche unstet^, so kann man seinen 
Flächenvortex durch die Gleichung 
597» Vtx<l> = n^ (*,-«,) 

definieren. 

Auch auf Vektoren haben wir bei der Rotorbildung den Differential- 
Operator V angewendet (vgl. die Formel 590). Der Operator 7 heißt 
also .Vortex", wenn er auf Skalare oder Affineren angewendet wird, und 
.Rotor", wenn er auf Vektoren angewendet wird. Der Vortex eines 
Skalars ist ein Axiator, der Rotor eines Vektors ist ein Vektor, und 
der Vortex eines Affinors ist ein Affinor. 

um den Vortex einer Dyade zu berechnen, schreiben wir 

600 Ttx (3t • ») = V a • Ö - V ä • » + V a • » = rot 91 . 33 " [av] • 8. 

Der Operator [31 V] ist im gewissen Sinne das Gegenstück zu SV- Man 
kann aber schreiben 

601 [9tV] = lV 
und folglich 

600a vtx(S.e) = rota>e-S7-8. 

Es ist auch zu bemerken, daß mau schreiben kann : 
600h V^(ai.») = Vä^'», 

wo der Differentialoperator V sowohl auf 31, als auch auf ^ wirkt. Den 
Ausdruck V 3( > 9 kann man auch als räumliche Ableitung einer Triaden- 
summe St -'S betrachten; wir wollen aber diese Auffassung nicht weiter 
Terfolgen. 

Wir bilden jetzt den ersten Skalar von 600, 600b oder 600b 
und erhalten 

602 S,Ttx9(.a5=div[3t33]. 

Da der Vektor der Dyade St-S gleich y [831] ist, so sehen wir, daß 
[9IS] gleich dem doppelten negativen Vektor dieser Dyade ist. Wir 
nennen nach F. Emde , Turbor eines A^nors ^'' und bezeichnen mit 
tb0 den doppelten negativen Vektor dieses Aifinors*). Der Tarbor 

*) Schoaten versteht unter dem , Vektor eines AMnors' den Tarbor selbst 

(Affinoranal^Bts, S. 75, 97). Fetcer nennt erS,((t>¥} dos akalaraffinorische and 
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3^0 Traktor und Vortai des ko^jugierteo Affinon. § 41 

einer Dyadensumme ist (gleich der Summe der Vektorprodukte aller Ante- 
zedenten mit den entsprechenden Konsequenten. 

603 tb(a • 31 + b • 39 + c . 6) =^ [aa] + [b8] + [cS] . 

Der Turbor eines Tensors ist also immer Kull. Da aber jeder 
Affinor als eine Dyädensumme dareteUbar ist, so können wir die GUei- 
chung 602 fOr einen beliebigen Affinor <t> in der Form 

604 SiTtx<l> = diTtb* 
schreiben. 

Uan erhält den Turbor des Affinors Ttx(31>33), indem man das 
Vektorprodukt seines Antezedenten mit dem Konsequenten bildet: 

605 tb?tx(9I.Ö)=[[va]»] = Vä^«_=tra^«^. 
Nun ist aber 

606 tr 91 8 = tr(» • 3t - 3193 1) = tr(« - 31) - grad {3t»). 

Aus 605 und 606 folgt ftlr eine beliebige Dj&densumme ^ die Oleichung 

607 tbTtx* = tr<t>. - grad S,<f. 
Der Vortex eines Axiators d ist 

608 vtxo = V» = »-V — VD = 4r — div u = — C ~~ 

608a (vtx o)^ = D V — V*D— div t). 

Man sieht sofort, daß 

609 Si (rtx j) ) = dir v -3div u = - 2div n 
und 

610 tbvtxo = - rot D. 

Bildet man den zu 600 konjugierten Affinor, so erhält man 

611 {vtx (3( . »4 = (^.^ • 8). = S • rot 31 + -^£. 
Dagegen ist 

612 Ttx (21 ■ »), = vtx (» . a) = rot 8) ■ 31 - S V 31. 

Man sieht, daß im allgemeinen vtx 4>< nicht gleich (vtx <P), ist. Für einen 
beliebigen Affinor <t> kann man schreiben 

613 (vtx0)« = (V<t>),= lim^-<t',rff = - «t». V. 

tb((t>V) du vektoraffinoriBche Produkt der A^noreii <t> und V (AffinonuialTsiB, 
S. 95, 105, 108, 114, 217, 220. 227). 
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§ 17 Verallgememerte S&tze tod GauB und Stokee. SU 

Den TeraUgemeinerteo GbuB sehen Sftta (3.105), nach dem ein 
HnUemnt^P'al durch ein Baumintegnl dwgMtollt wird, und den veraU- 
gemeinertaD Stokesschen Satz (S. 209), nach dem ein Ruidintef^al 
durch ein Flächenintegral dargestellt wird, kann man auch auf Ai&ioren 
anwenden. Wir denken uns eine beliebige Ortsfunktion % (t) und bilden 
das HfllleniDtegral äfx(t). Hier kann x(i^) ein Skalar, ein Vektor oder 
ein ÄfSnor sein. Berücksichtigen wir den Umstand, daß man d\ auch 
bei Vektorprodukten in der Form eines skalaren Faktors darstellen 
kann, z.B. \ä^%\—d^%, so sehen wir, daß d\i{x) jeden Ausdruck 
darstellen kann, in dem d\ nur einmal als Faktor auftritt. Der auf S. 105 
ausgesprochene verallgemeinerte Gaußsche Satz lautet dann 

«U /dfx(t)=/dfVx(')- 

r r 

Seine Richtigkeit folgt ans der allgemeinen Definition der räumlichen 
Ableitung : 

Zur Ableitung des verallgemeinerten Stokesschen Satzes betrachten 
wir ein unendlich kleines ebenes FlächenstUck ndo und einen unendlich 
kleinen geraden Zylinder vom Inhalt (2v = Afjo, dessen Grundfläche ttdo 
und dessen unendlich kleine Höhe h ist. Auf der Hülle H dieses Zy- 
linders bilden wir das Integral des Ausdruckes [nrff]x(l)- ^Af böide 
Grund6ächen ist d\ parallel zu dem Einheitsvektor n, also [n(ff] = 0. 
Ist S/ die Randkurve der Fläche ndo und dt ihr Bogenelement (ndt= 0), 
so kann man ein Flächenelement der Mantelfläche des Zylinders durch 
[(Jr/tti] = df ausdrücken, und erhält 

Ln(;fl = [n[<;rAn]] = Adr, 
wenn man nur die Höhe h so klein wählt, daß man auf jeder Erzeugen- 
den die OrtafuDktton x (i^) ^1^ konstant annehmen darf. Dann läßt sich 
das gesuchte HoUenint^ral über H durch ein Bandintegral über K' 
ausdrttoken : 

/[niif]z(i) = »/citxW. 

H K' 

Anderseits wird, nach der Definition der räumlichen Ableitung [n7]x(c) 

/[n<lf|xW = '?«[iiv]x(t) = »d»[«7]x(rt, 

a 
so daß 

615 /drx(r) = [don7]x(r) 
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312 Uüllemntflgrale und Bandiategiulfl. § 47 

wird. Da man aber eine beliebige Fläche F als Summe unendUcli kleiner 
durch (l^ = ndo dargestellter TeilflScfaen auffassen kann, so erhält man 
fUr das Integral Über die Randkurve K dieser Flüche den verallgemei- 
nerten Stokesschen Satz 

616 fdxx{t)=fd^Vy.(x) 

(vgl. S. 209). 

Die allgemeinen SSAxe 614 und 616 sind schon im Jahre 1884 von 
G i b b s für verschiedene Werte der Ortsfunktion X (l) angegeben ivorden*). 
So findet man bei Gibba unter anderen die Int^p-ale 

614a ^rff •B=y*rf(V * D 

F V 

614b ^df<t> =fdr^^=fdi^ tr^ 

614c ^rff* =f(lv'7^=fdovtx^ 

616 a ^rfr • v=fd\v »=/rff (V • u) 
616b fdr^ =fdi^^=fd\Ytx^ 

616c Sdvo =/'?fV ü = fd\\tTiV = f<l'^\^-div v\, 

die man aus 614 und 616 durch Einsetzen der entsprechenden Werte 
von ^(t) erhalten kann (zu 616c vgl. S. 209). 

Jaumann hat in seinen „Grundlagen der Bewegungslehre* (1905) 
diese Integrale zur Definition verschiedener räumlicher Ableitungen be- 
nutzt. Aber erst im Jahre 1908 hat F. Jung die al^emeine Definition 
der i^umlichen Ableitungen durch Hüllenintegrale gegeben**). 

Ersetzt man in der Q-leichung 616 x i^) durch einen beliebigen 
Affiner <t>, so erhält man den Satz: Das Randintegral eines Af- 
finors ist gleich dem Flächenintegral seines Vertexes 
Aber eine der berandeten Flächen. Aus diesem Satz folgt, daß 
das Httllecintegral eines Vortexes imnier itiull ist, 

617 ^df Ttx* = 0, 

•) The scientiKc papers , 1905, BU. II. S. 77. — Siehe auch 0. H e a v i a i d e. 
Electromagnetic Theoiy, Bd. T, S. 199. 

**) Vgl. hierea J. A. Seh outen, Grundlagen der Vektor- nnd Affinoranalysis. 
S. 202—210. 
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f 47 RichtQDgsableitangen. 313 

weil man immer diese HOlle in zwei von derselben Randknrve begrenzte 
Teilflächen zerlegen kann. Der Traktor eines Tortezes ist dem- 
nach immer Mull: 

618 trTti*=r V7<l> = 0. 

Auch bei den Ableitungen von Affineren kann man also das symbolische 
Vektorprodukt [VV] = setzen (rgl. 154, S. 101). 

Ist in 616 X (i^) ein Nablaaffinor = 7*o, so verschwindet 
(fUr einen eindeutigen Feldvektor v) sein Randintegrat auf jeder Enrve 
des Feldes (vgl. S. 132). Dann mu& auch sein Yortez Null sein: 

619 Ttx V • » = Ttx (4r),= **■ 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fttr die Darstellbarkeit 
eines gegebenen Affinors in der Form eines Nablaaffinors 
ist das Verschwinden seines Vertexes (vgl. 165, S. 109 und S. 132). 
Ist der konjugierte Affinor vortexfrei, 

620 vtx*, = 0, 

so kann in der Form eines Ableitungsaffinors -j— dargestellt werden. 
Dagegen ist, wie aus 572 S. 302 und aus 608, 619 folgt 

620 a vtx -r— = vtx irotoi = — -^rz — ■ 

Es sei noch bemerkt, daß 

621 tb (V • o) = rot p, tb ^f = - rot p. 

Aufler dem Traktor und dem Vortex wollen wir noch die Rich- 
tungsableitungen von Affinoren betrachten, d sei ein belieb^ ge- 
richteter konstanter Einheitsvektor. Wir definieren die Kichtungsableitung 
eines Affinors <t> durch die Gleichung 

624 |^ = «V ■ <f = lim -i-^{«df) ♦. 

Wir schreiben mit Absicht SV * <)> statt (ftV)4>, weil man sonst an- 
nehmen müilte, dafl der Operator V Ober die Klammer hinaus wirkt. 
Den Ausdruck äV ■ <t> kann man aber auch auffassen als das Produkt 
des Vektors ä mit der Triadensumme V ■ l*. Die Kenntnis dieser 
Triadeasnmme erlaubt die Richtungsableitui^ -äj- für jede Richtung 
von 6 zu bestimmen, genau so, wie die Kenntnis des Kablaaffinors V * ti 
die Ableitung -t— für jede Richtung von 8 zu bestimmen erlaubt. 
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314 Ableitnngan von Prodakten. fi 48 

Ftlr die Rtclitungsableituiig einer Dyade 91 • 34 erhalten wir 

«28 »7 • (a . ») = (ev • ä) • » + a • (äv • ») 

oder 



9(»-g) _ 



Aus der Definitionsgleichuiig 622 folgt sofort, d&S 

«25 -,Vls»=ls^V*' -^"♦=»--^* 

626 ^-tb* = lb4r* 

627 lVs.» = S.(^*)- 

Di^^en braucht S^ -^ nicht gleich .' zu sein, weil der zweite Skalar 
einer Afflnorsumme nicht gleich der Summe der zweiten Skalare aller 
Summanden ist. 

Aufgabe' 185. Mao beweise die Formel 

öV-<t'~ = — (4V-*t>)0 . 
4-ufgabe 186. Man beweise die Formel 

vtx a 8 = rot® - a - S,V ■ a- ,grad (a8), . 

g 48. Ableitungen von Produkten. Zweite Ableitungen. 

Wir betrachten zuerst dos Produkt eines Skalars X mit einem 
Affiner 4^ und erhalten als Ableitungen des Affinors >.4>: 

628 tr(X<f) = vX<t> + 7X* = Xtr* + (gradX)(t> 

629 Ttx(X*) = Xftx* + ( iVX, )» 

630 «V(X«) = -^(X*)=^* + X||-. 

Das E*rodukt des Affinors <t> mit einem Vektor n ist ein Vektor (Po. 
Um die Ableitungen dieses Vektors za berechnen, nehmen wir zuerst 
<t> — a • 3 an und berechnen die Ableitungen das Vektors a • 8d. St 
wird 

631 diT {a • »o) = 7 (a • So) + va - «0 == tr (a • 8) -j- » (a v • p) 
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§ 48 Partielle Ableitnagen. 3}^ 

632 rot(3I>»») = V^(a • 8») + v^(a -90) = Yli(ä .8)o - ä( (y . ii)8 

638 »v(a-8o) = -^(a.Bti) = -^^|f^ti + äl-S)|!- . 
Dab«i ist 

634 8(av») =äV-8» = S,(s(-S-^)=S,(-|f S(-«) 
und 

635 a^ (V ») 8 = La vi • o8 = tb (a • s ^). 

Da aber jeder Affiner als eine Djadensumme darstellbar ist, so gilt auch 
für eineti beliebigen Affinor (Tgl. Aufgabe 182b,> S. 2d9) 

636 div(c|>D) = tjlrC|>+S, (*4r) ="'"■♦ + S, (-ff ♦) 

= D (V<l>) + V^u 

637 rot (♦ n) = (vtj ♦) n - Ib (♦ ^) = V*_« + V ♦ » 

08 ÖS df 

Es ist nützlich, sich auch noch die folgenden Formeln zu merken: 

636a (tr0)D = div<l'p, S, (<> 4r) = '^'''*" 

fl37a (vtx<I')D = rot<l'D, tb (<t»-^) = - rot<l>D. 

Die zweite Gleichung 636 a zeigt auch, daß man jede Summe 
du . dr , dw , , du ,, dD , j Sw 

+ "> dz ^^* dz ^'^^ dz 

gleich div <t> d setzen kann, wenn man u, v, w als rechtwinklige Projek- 
tionen eines Vektors p und die nenn Skalare a,, o,, . . . als Bestimmungs- 
zahlen eines Afßnora 

ft, 6, J, [ 

Ci C| «s ) 

auffaßt. 

Da der Nablaaf&nor des Radiusvektors gleich dem Einheitstenaor 

ist, V'r = -^-~=l, so folgt aus den zweiten Gleichungen too 636a, 
637a, wenn man dort v = X setzt: 
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S16 l^rtieJle Ableitangen. § 49 

«39 div<t>r = lim-i"df<t>r= S,* 

T r = ' -^ T 

640 rot«!"! = lim^^df0r = — tb*. 

W^en 8,^ = Si4>c ist also auch 

6398 diT {r<t>) = div (^.r) = dir (^r) = S,*. 

Die Gleichung 689 liefert eine Definition des ersten Skahrs eines 
AfSnors, die ganz unabhängig ist von irgendeinem System von Koordinaten- 
vektoren*). Ganz analog erhält man als Definition des zweiten Skalars eines 
Affinors die Gleichung 

641 S,0 = S|koil> = div ko*r = lim-^^(ifkoft>t = Iim-p-^rko<tirff. 

Teilt man die ganze Hülle in unendlich kleine Flächenelemente d\ = [d^td^v] 
ein, wo d^x und d-jX die Bogenelcmentc der beiden zur Einteilung benutzten 
Kurve nscbaren sind, so kann man schreiben 

641a Sj0 = lim-^^[(rf|t<J>)(dit4>)]t. 

Das von der Hülle eingeschlossene Volumen ist c = -„ £d\x. 

Man kann die Skalare S, und S^ auch in folgender Weise deuten: Das 
Hüllenintegral 3v = i>xd\ ist gleich dem Fluß des Radiusvektors x durch die 

F 

Hülle F. Der erste Skalar S^^ ist also gleich dem Verhältnis des Flusses des 
transformierten Vektors 0i zum ursprünglichen Flui). Der zweite Skalar S)<t^ 

läßt steh deuten entweder als der erste Skalar von ko0 oder als Verhältnis des 
Flusses von i durch die deformierte Hülle zum ursprunglichen Fluß. Dabei 
nimmt man an, daß zu den korrespondierenden Flächenelementen d\ und ko^df 
der gegebenen und der deformierten Hülle derselbe Wert des Vektors r gehört. 
Der dritte Skalar eines AfAuors ist gleich dem Verhältnis des trans- 
formierten Volumens - ^dfko<t'(t4*) zum ursprünglichen v, also gleich 

642 S,* = lim -^t^rff ko*,*,t. 

^ ,_a äV J ' t't 

1q den Dcfinitionigleichungen 639 und 641 fehlt der Faktor ; im Nenner. So 
erklärt sich auch, daß der erste und der zweite Skalar des Einheitstensors 
gleich 3 ist. 



*) Auf die Möglichkeit, die Skalare eines Affinora durch UUUenintegrale dar- 
suttellen, hat mich Herr Prof. Ih-.-Ing. F. fitnde aufmerkbam gemacht. 
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$ 48 Moment der inneren Kr&fte eines KSrpera. 317 

Die Produkte Ton Affinoren sind audi selbst Affineren, deren Ab- 
leitungen nicht schwer zu bilden sind. 3o erhalten irir z. B. als Traktor 
des Produktes ^W 

643 tr (♦ W) = (tr 4») V + tr ♦ V. 

Setzen wir in 643 <t> = ^ • S und M*" = t , so erhalten wir die 
Formel 

644 tr(ai ■ »r^) = (tr 91 • »)^- tb (» • »), 

wäl 

vM . söz_= » ,a7'r, = «^= - [a»3 

ist. Da aber jeder Affinor <t> als eine Dyadensumme darstellbar ist, so er- 
hält man aus 644 

645 tr(* r ) = (tr*) r - tbt», 

also auch 

645a tr<t>r = — tb<t» = nt^t 

(Tgl. die Formel 640). 

Die Formel 645 a ist von F. Em de als Definition des Turbors angegeben 
worden*). Auf jedes Flächenelemcnt df eines Mediums wirke eine Kraft dfn. 
Diese Kraft heiBt Spannungskraft und der Affinor (1, der den Spaunungszustand 
in jedem Punkt des Mediums bestimmt, der Spannungsaffinor. D kann von 
Punkt zu Punkt verschieden sein. In einem Punkt r sei die Spannungskraft 
df n. Das Moment dieser Krafi, bezogen auf den Anfangspunkt von r ist 
r(rffn) = — dfHr. 

Das resultierende Moment aller Spanaungskräftc, die auf die Hülle eines Raum- 
eiementes dv wirken, ist (vgl. die Formel 645) 

— ^rffn^= — dvlT[r\ T) = de{[rtrn] + tbnj. 

Der Teil t/titbil dieses resultierenden Momentes ist von der Wahl des Bezugs- 
punktes unabhängig. Der Teil di;[rtrn] stellt das Moment der auf das Raum- 
elcment dv wirkenden resultierenden Kraft dar (vgl. Formel 596). Legen wir 
den Bezugspunkt von r in das Innere des Raumelemcntcs dv, so wird r unend- 
lich klein und das resultierende Moment wird 

dvibn. 
Zur Erhaltung des Gleichgewichtes müSte also auf jedes Raumteilchen ein 
Kräftepaar vom Moment — dvlbTl einwirken. Man nimmt aber gewöhnlich 



*) Zur Vektorrechnung, 1 
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318 Zweit« Ableitangen. 9 48 

aa, daß solche Kräfte in eincro verzerrten Medium nicht vorhanden sind, und 
kommt so für den Spannungsaffinor zu der Forderung*) 

tb n = 0. 

Das heißt: Der Spannungsafißnor muß für elastische Spannungen symme- 
trisch sein. 

Ohne die Ableitungen von Affinorprodukten weiter zu verfolgen, 
wenden wir uns jetzt den zweiten Ableitangen eines Affinors zu. 
Sieht man von den Oröfien höherer Ordnung ab, so kann man aus den 
beiden ersten Ableitungen Vf und ^yy^ eines Skalars <p die Ableitungen 
V'VTi V'T und VVT = TtxTtx9 bilden. xW sei eine beliebige 
Ortsfunktion (ein Skalar, ein Vektor oder ein AfGnor). Dann gilt die 
Gleichung 

^ V/tr) = V • rffzCr) - df V / (r), 

aus der man durch BUdui^f rines Hallenintegrals die symbolische Gleichung 

ableiten kann. Die Anwendung dieser Gleichung auf eine skalare Orts* 
funktion f ergibt 

647 vtx vtxy = V • gradtp — V*T- 

Der Vektor V ip ist wirbelfrei , so daß der Nablaaffinor V 7 7 sym- 
metrisch sein muß (vgl. 579, S. 304). Folglich ist auch der Aifinor 
vtx vtx 9 symmetrisch. 

Die Anwendung der symbolischen Gleichung 646 auf einen Vektor ä 
ergibt die bekannte Gleichung 

rot rot a = grad div 31 — V'S 
(Tgl. S. 121), wobei V'l als der Traktor des Nabtaaffinors V • 9 und 
grad div 31 als der Traktor des AbleitungsafEnors -^-- aufgefaßt werden 
kann. Außer dieser bekannten zweiten Ableitung eines Vektors kfinnen 
wir noch den Nablaaf^nor 

648 V V3l = Vrota 

betrachten. Sein erster Skalar div rot 91 ist Null. Sein Turbor ist gleich 
rot rot 31. Folglich ist 

649 (V - rot %)c = ''^f^ = V rot 31+ rot rot 91 



Wir erinnern noch daran, daß der Vortex des Nablaaffinors immer Null 
ist (Formel 619, S. 313). 



*) Tgl. G. Hamel, Elementare Mechanik. S. 323— 327. 
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I 48 Zweit« Ableitaagen. Aufgaben. gl9 

Wir gehen jetzt zu den zweiten Ableitungen eines Affisors Ober. 
Wir betrachten zuerst den Xablaaffinor ron tr<t* 

650 V • V* = V • tr*. 
Sein erster SkaJar ist 

651 S, (V • tr*) = diT trt> = lim J ^rff tr* = V0V. 
Sein Turbor ist 

652 tb (V ■ tr<t>) = rot tr <t> = lim ^ ß[d^ tr<f] = V<t>.V. 
Der Traktor eines Yortezes ist immer Null (vgl. 618) 

653 tr Ttx<t> = VV* = 0. 

Unter Benutzung der symbolischen Gleichung 646 erhalten wir die Be- 
ziehung 

654 vtx vtx* = V • tr*- V**, 
wo die Ableitung V'^t* definiert werden kann durch 

655 V** = lini-^^df7 • 0. 

Es ist auch wichtig, die zweiten Ableitungen Ton Produkten bilden 
zu können, z. B. 

656 v*(^*) = ♦7*>> + >-7*<t» + 2Vi7*>-<t> 

657 V'- V)^4> = (V • V>.) * + >■ (V - V*) + {V>.) • 7* + V* • 0«V>. 

658 v»<fi|r =(7**)1f + 't>V»Mf + V#Vr<l>Mr + VyV#<l>yf 

usw. Hier wirken die Teiloperatoren Va, V*i 7r nur auf die durch 
den Index bezeichneten Größen. 

Aufgabe 187. Man beweise die Gleichung 

tb ¥tx<t> — tri». — grad S,*. 
Aufgabe 188. Han beweise, die Formel 

S, (V • t)) = S, ~- = -s- div (d diT — d grad • o) 
= |diy{oCVD). 

Aufgabe 189. Man denke sich im Felde eines Vektors 31 eine 
Fläche, an der die Ableitungen von 3 unstetig werden, der Vektor 31 
selbst aber stetig bleibt, Sit = %. 

a) Man beweise, daß auf einer solchen Fliehe der FteeheuTortez des 
Nablsaflinors v * ^ ^^11 sein maß: 

Vtx (7 • SO = ( n 7 • 3), - { n V • a), = 0. 
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320 Stetige Verachiebotigen. § 49 

b) Man bewaise, daß in diesem Fall die Formeln gelten: 
Tr (V Sn = Gr.d grad . ä = (^) - (-»-f)^ 

T.4f =a„dai,ä =(^).-(4^), 

WO 

9l„ = n-an und a, =31-91-. 

§ 49. Darstellung einer stetigen Raumtransformation 

durch den Nablaaffinor. 

In einem gegebenen Kaum V Terschieben wir jeden Punkt t um 

eine Strecke v und definieren auf diese Weise eine RaumtransformatioD. 

Jedem Punkt i: des gegebenen Raumes V entspricht im transformierten 

Raum V ein Punkt 

659 r* = r + ü. 

Ist V eine stetige Ortsfunktion, so wird die Verschiebung jedes be- 
nachbarten Punktes r + dr gleich v + drV • v; dem Punkt t + dr ent- 
spricht im transformierten Kaiun der Punkt 

659a r' + dr' = r H-(?r + u + drVw. 

Die Verbindungsstrecke rfr der Punkte r und r -f- dr wird also nach der 

Verschiebung zu 

660 rfr' = rfv + dr V • = dx{\ + V • d) 
oder 

660a (/s'ä' = dsÄ(l + V-o), 

wo die EinheitsTflktoren 6, fi' die Richtungen und die Skalare ds, ds' die 
Längen der Strecken dl, dt' angeben. Der Zuwachs, den dabei jede 
Strecke dt erfährt, wird also durch den Vektor 

661 rfr'-dv = drVo = rfsS(Vo) 

dargestellt. Die Formel 661 gilt für alle Richtungen von dt, wenn nur 
ds genügend klein ist, um in der Umgebung des Punktes x die Ver- 
schiebung der benachbarten Punkte r + dt durch p + drV • darstellen 
zu kSnnen. Der Kablaa^nor V * o bestimmt also in der unmittelbaren 
Umgebung jedes Punktes V eine affine Raumtransformatton (vgl. § 38, 
S. 250). Ware d eine lineare Ortsfunktion und folglich V>D ein 
konstanter Affinor, so wäre die affine Raumtransformation 660 Itlr die 
Umgebung aller Raumpunkte dieselbe. Durch die Verschiebung wäre 
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§ 49 Beatimmung der Deformation nnd der Drehung. 321 

in diesem Fall eine homogene affin« Raumtransformation bestimmt. Im 
allgemeinen ist das aber nicht der Fall, und die Gleichung 660 bestimmt 
«ine affine Raumtransformation nur fUr unendlich kleine Strecken. 

Bei einer beliebigen affinen Raumtransformation ^ ^ r4* kann man 
die Langenänderung des Radiuarektors t in folgender Weise berechnen. 
Man quadriert den Ausdruck f^r r', 

662 r'» = (t<l>)»=r«t>*,r 

und erhält die relative Änderung des Quadrates des Radiusvektors aus 

663 ^~^'- = **f'' - 1. 

Dieses allgemeine Verfahren kann man auch auf die Gleichung 660 a 
anwenden, indem man in 663 <J) = I -f V • » setzt. Wenn aber V P 
nicht konstant ist, so muß man sich auf die Transformation unendlich 
kleiner Strecken beschränken, weil dann die Transformation nnr fUr un- 
endlich kleine ßaumteile affin bleibt. Dann wird 

664 (1+ V'üKI+V- »).= ! + (V'd) + (V- b)c + (V-d)(Vd), 

= l+2ts(VD) + (V-B)-^ 
und folglich 

665 (ds')' = (<fs)'ä{ I + 2ts(V • B) + (V • D)-|f je, 

«66 ^^W^ = ^{2ts(V..) + (V-o)4f)8. 

Jeden Afünor kann man in seiner Normalform als Produkt eines Tensors 
mit einem Vcrsor darstellen (vgl. S. 396) : 

667 * = Te.i 

Bei der affinen Raumtransformation t' = r<t' bestimmt T die reine Defor- 
mation und e~ die reine Drehung des gegebenen Raumes. Bilden wir 
das Produkt 

668 **, = Tc.^c"-iT = T», 

so sehen wir, daß der Tensor ^^,, der die Änderung von c* bestimmt, gleich 
dem Quadrat des Deformationstensors T ist. Hierbei ist T nicht mit ts^ zu 
verwechseln. 

Diese Überlegung können wir auch auf die Raumtransformation 660 an- 
wenden. Auch diese Raumtransformation kann in eine reine Deformation und 
eine Drehung zerlegt werden: 

669 1 -(- V D = T e A . 

Gelingt es, den Tensor (I -|- 7 • ») (I + 7 • i>)t in der Normalform 
ax-\ + /9\.i + }'t.i 
Spielraii. VsktarreoliDnng. 21 
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322 Berti mmnDgBzsblen. Unendlicb kleine Venchiebung«!!. § 49 

darzuttellCD, indem man die Ricfatmigeii seiner Acbsen benimmt, so erhält man 
den Deformationsteasor aus 

T=»/c i-i + i/;? i-i+\/r !•!■ 

Ist T bekannt, so bt es nicht mehr schwer, auch den Versor e* za berechnen. 
Wir ■wollen aber hier auf diese Rechnung nicht weiter eingehen. 

Di« sechs Bestimmungstahlen des Tensors 

l + 2t8(VD) + (Vi>)4r' 
der also das Quadrat des DefonnationstensorB ist, lassen sich leicht aus- 
rechnen. Bezeichnet man mit «, v, w die Projektionen von d auf drei 
rechtwinklige Koordinatenachsen, so erhält man die Bestimmunf^szahlen 
mit den in der Elastizitätstheorie üblichen Bezeichnungen (vgl. die For- 
meln 583, 587, S. 305). 



l+2.,.=2l^+(-|f)" 





dt, 
Tz' 


TT + 'iJ + "ST 


2» 




8» 



Weitere Angaben Ober endliche Verschiebungen findet der Leser in den 
Lehrbüchern der Mechanik und der Elastizitätstheorie*). 

Besonders wichtig fUr die Anwendungen ist der Fall, daB die Ver- 
schiebungen D unendlich klein werden. Solche Verschiebungen haben 
wir schon im § 28, S. 136 betrachtet und haben dort auch fOr die Ände- 
rungen von Linien-, Flächen- und Haumelementen Formeln abgeleitet, 
die wir jetzt in der anderen Schreibweise nochmals anführen wollen. 
Statt, wie im § 28, die Verschiebung mit 5r zu bezeichnen, bebalten wir 
auch fUr die unendlich kleinen Verschiebungen das Zeichen D bei. Fflr 
die Änderung eines Linienelementes dt gilt dann 
ö71 iiVdr = rfrVD (Formel 210, S. UO). 

*) Siehe 1. R. Ä. E. H. Love. Lehrbuch der Elastizität (deutsch von A. Timpe). 
S. 68—85 oder G. Hamel, Elementare Mechanik, S. 561—583. 
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8 49 Dehnung. Winkernndaning. 323 

FQr die ÄDderung eines FläcbenelemeDtes rff gilt 

672 DVrff = -dfV^ = -dfvtx^=df{divB--|f } 

= rff { S, (4f ) - "HF ) = '^^^-dT (Fo™el 209, S. 139). 
FQr die Änderung eines Raumelementes dx f^iU 

673 tiV-rft = rftdivD = dtS,(7'0) (Fonnel204, S. 137). 

Betrachten wir jetzt im Punkt r eine beliebig gericbtete Strecke 
dr = ids. Da die Verschiebung tt nnendlicb klein ist, so wird die trans- 
formierte Strecke dr' = ftds(l + V • o) nabezn parallel der ursprQnglicben 
Strecke, weil dx' — dv unendlicb klein von der zweiten Ordnung ist. 
Man erhält also, unter VemachlSssigung unendlich kleiner OrSßen höherer 
Ordnung, die Länge der transfonnierten Strecke aus 

|dr'] = ds' = ds8(l + V-p)ä. 
Der relative Längenzuwacbs der Strecke dv oder ihre Dehnung c, ist 

674 s, = ^'^äs^" = 9(V ■ ü)ö = 4ts(V • d)9 

(vgl. 429a, S. 267). Die unendlich kleine Dehnung e, ist also eine 
quadratische Funktion des ßichtungSTektors S. 

Betrachten wir fOr einen Anfangspunkt r zwei verschieden gerichtete 
Strecken 3,c2«, und äfds,, so werden die transformierten Strecken 

fi/(?s/ = dsi Si (I + V • ») und fl/ds/ = ds^ &^[\ + V • d) 

nahezu dieselben Längen haben , wie die entsprechenden orsprttnglichen 
Strecken. Das skalare Produkt äiA, transformiert sich also in 

675 {»i(I + V-d)}((1*(I + Vw)j 

= ö, (I + V • tl) (I + V • d).ö, = Äiö, + ä,2ts (V d) äj, 
denn (v - d) (V * d)> ist eine unendlich kleine Gr$Be zweiter Ordnung. Sind 
die ursprünglichen Strecken zueinander senkrecht, S, 6} = cos -r- = 0, 
so sind auch die transformierten Strecken nahezu senkrecht zueinander. 
Bezeichnen wir ihren Winkel mit -ä^tm so wird aus 675 
675a cos (" ~7ij) -- l,i = ä,2ts(Vo)ö, {äiS, = 0). 

Der unendlich kleine Winkel Yk heißt die Wiokeländerung der senk- 
rechten Strecken dti und dl.. ' 
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324 Drehung und reine Deformatioa. § 49 

Wir sehen aua 674 und 675, daB der Tensor des NablaafBnors so- 
wolil die rel&tire Dehnung als auch die relative Winkeländerung aller 
Linienelemente Tollstündig bestimmt. Es ist auch leicht, zu ze^en, daft 
dieser Tensor die reine Deformation der durch den Affinor l + VO 
bestimmten unendlich kleinen Raumtransformation angibt. Unter Vernach- 
lässigung der unendlich kleinen Qrdße hSherer Ordnung tB(7*D)ax(7'D) 
können wir nämlich schreiben 

676 l-|-VD = l + ts(Vo) + ax(v.u) = {l -|-ts(Vii)] ( I + ax{Vö)j 
und unter Vernachlässigung der höheren Potenzen ron ax(v*o) 

677 g«(V-i>) ^ , _^ ^^(^ . ü) = 1 - l ,roto, . 

Der Affinor 676 ist also das Produkt aus dem Tensor I + ts (V* o), der 
die reine Deformation, und aus dem Versor l-)-ax(V*»), der die 
reine Drehung der Raumtransformation l-f-V'U bestimmt. Deswegen 
hat R. Gans im Anschluß an £. Cohn den Tensor ts(v*ii) nDefor- 
mation" von d genannt und mitdefn bezeichnet. Mit dieser Bezeichnung 
können wir die Formeln 674 und 675 r auch in der Form 

678 E,= adefB6, 7ii = 3, Sdefoö, (ä,ä, = 0) 

schreiben. Das Auftreten des Koeffizienten 2 in dem Ausdruck fOr tu 
erkUrt sich dadurch, daß die Winkeländerung f „ sowohl durch die Drehung 
von (Jti als auch durch die Drehung von dtf hervorgerufen wird (siehe 
z. B. C. V. Bach, Elastizität und Festigkeit, 6. Aufl. 1911, S. 287—289). 
Die reine Drehung wird durch den unendlich kleinen Vektor — ^ rot D 
bestimmt. Sieht man von der Drehung ab, so erhält man aus 671 und 
672 die durch reine Deformation hervorgerufenen Änderungen der Linien- 
und Flächenelemente 

679 rfr def ü = dr { V • ü + y .rofi), } 

680 df { Si (def u) - def d j = df j div » - V • » - -^ ,rotii, }. 

Die Drehung hat keinen Einfluß auf den Inhalt eines Raumelementes, so 
daß die Formel 673 auch die Änderung von de bei der reinen Defor- 
mation ts (V t)) angibt. 

In rechtwinkligen Koordinaten wird der Deformationstensor durch 
folgende sechs Bestimmungszahlen definiert: 

681 def » = l.(V • n) = (t„ !,, •., j Y,„ { ■!.., 1 U.), 
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r als Funktion des Deformationstensors. 



und 

681b f.^ - TT + ^3F' f" - -dx + -5T' ^'^ - -du' + TF 

(vgl. die Formel 587). Wählt man die Grundrektoren i, j, I parallel zu 
den Achsen des Deformationstensors , so verschwiiiden die Seitenglieder, 
und es wird 

682 def D = E,i . i + E,i . i + «jt ■ f. 

Die GriSfien Ej, g„ s, heißen Hauptdehnnnfifen, sie sind die Dehnungen 
der drei Strecken, die bei der reinen Deformation ihre Richtungen bei- 
behalten. 

Es ist eine Erfahrungstatsache, daß bei der Deformation eines 
Kdrpers in ihm elastische Spannungen auftreten. In einem isotropen 
Körper können diese Spannungen durch einen Tensor n bestimmt werden, 
der eine Funktion des Deformationstensors und seines ersten Skalars, der 
kubischen Dilatation, ist, 

683 n = — Xdiyp-2[J.defo^ — XSiCvp) — 2(t?-o-[t ^rot u, , 

wo \, ;j. die elastischen Eonstanten von Lama sind (Materialkonstanten), 
(i = .Gleitmodul", X = [i. , wo v das Verhältnis der Querkontraktion 

Eur Längsdehnung bei einfachem Zug bedeutet. Die Formel 683 kann 
iban als durch Erfahrung bestätigt betrachten. Es gibt aber verschiedene 
Wege, um diese Formel aus anderen Annahmen abzuleiten. Man kann 
z. B. Ton der Erfahrungstatsache ausgehen, daß jeder ESrper unter dem 
Einfluß einer Zugkraft eine Delinung in der Richtung dieser Kraft und 
eine Kontraktion quer zu dieser Kraft erfährt und daß diese Deformationen 
proportional dem Betrag der Kraft sind. (Siehe z. B. Burali-Forti und 
Marcolongo, Analjse Vectorielle G^n^rale t. II, S. 2d.) 

Man könnte versucht sein, den Tensor H auf folgende Weise zu 
bilden : Durch die Verschiebung t) erfahrt jeder Raumteil dx eine Dilatation 
dir 0, die auf jedem Flächenelement df seiner Oberfläche eine Druckkraft 
— OL d^ dir weckt. Außerdem erfuhrt aber jedes Fläcbenelement eine 
Deformation (abgesehen von der gemeinsamen Rotation), die durch 
Formel 680 gegeben ist und eine Reaktionskraft ~ ß t^f (div n — def v) 
erzeugt. Die auf d f wirkende resultierende Kraft ist gleich der Summe 
dieser Kräfte 

— rff (a div u + ß dJT D - ß def u). 
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336 SpannnngsteoBDr a)a Funktion des Deformati oDstenaors. § 49 

Vergleicht man dieseo Ausdruck mit 68S, so erhält man ftlr qt, ß die 
Werte 

a = >. + 2[i., p = — 2|J.. 

Ca man für ß «inen negativen Wert erhält, so mttfite die durch Flächen- 
deform ation henror^erufene Erafli die Deformation unterstOtzen. Eine 
solche Zerlegung mQBte also zu der Auffassung fQhren, als ob zwischen 
benachbarten Edrperteilchen außer einer Anziehungskraft noch eine ab- 
stofiende Eontaktkraft vorhanden wäre. 

Eine interessante Zerlegung ist unter Benutzung der von Schonten ein- 
geführten »Deviatoren« möghch'}. Nennen wir Deviator jeden Tensor, dessen 
erster Skalar Null ist (S. 304), so sehen wir, daß aus jedem Tensor T ein 

Deviator T o S, T gebildet werden kann. Einen solchen Deviator können 

wir auch von dem Deformationstcnser bilden, 

r ^ def D — -g div t» oder def ü = T + ., div 0. 
Da der erste Skalar von T Null ist, so entspricht F einer Deformation ohne 
Volumänderung. Nehmen wir an, daß durch den Dilatationslei] -^ div D eine 
Druckkraft — rff (SA -f 2/*) y div auf jedes Flächen element hervorgerufen 
wird, und durch den Deviator T eine zum Fläch enelemeni schräge Kraft 
— 2/((ifr, so wird die resultierende dieser beiden Kräfte 

— df {a div v + 2fi[r + Y «l'v t») ) 

= rffn = df{-(/ + -^//) divo + n-|s,n). 

Bemerkenswert ist hier, daß der Deviator des Spannungstensors proportional 
dem Deviator des Deformationsteusors ist. Diese Zerlegung des Spannungs- 
tensors ist übrigens von Stokes schon im Jahre 1845, wenn auch in Koordi- 
natensprache angegeben worden") i). -|- — ^ ^ »Kompressionsmoduls 1 - 

Man kann auch den Spann ungstensor in rechtwinkligen Koordinaten 
durch sechs Bestimmungszahlen ausdrücken, 

684 Fl = (o,, o,, o„ tj;, t„ t,), 



*) Grundlagen der Vektor- und Affinoranaijsis, S. 224—226- Siebe auch Love, 
Lehrbuch der Elastizität, S. 97. 

**) Mathematical and physical papers, Cambridge 1880, S- 84 — 90. Eine andere 
Zerlegung des Spannungstenaors in Teile, die den entsprecbenden Teilen des 
Deformationatensors proportional sind, hat Maiwell angegeben, Enzykl. d. math. 
Wiss., Bd. IV, 4, S. 29. 
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§ 50 Ableitung nach einer OrtofunktiDn. 327 

wo 

Die Größen Oz, ty, a, heiSen Zugspannungen (Druckspannungen, wenn sie 
negativ sind), die Grdfien t,, t^, x, heißen Schubspannungen. Sind die 
Grundrektoren i, ), f parallel zu den Achsen des Tensors fl, so wird 

686 n = o,i.i + o,i.j + 3j!.!. 

o„ o„ Ig heifien die Hauptspannungen dei Spannungstensors. Die Acluen 
des Spannungstensors fallen nattlrlich mit den Achsen des DeformatioDS- 
tensors zusammen*). 

'"Aufgabe 190. Man beweise, daß 

vtx (yti T)= = oder V T V = 

eine notwendige und hinreichende Bedingung daftlr ist, daß der Tensor T 
gleich der Deformation eines FeldTektors gesetzt werden kann, 
T = tsCVf) = defo. 

% 50. Funktionen von Ortsfunktionen. 

Wir denken uns eine Raumtransformation, die jedem Punkt Po(i|,) 
eines g^ebenen Raumes «inen Punkt P((ti) des transformierten Baomes 
zuordnet. Der Ortsrektor Ci ist also eine Funktion des Ortsrektors tg 
und umgekehrt. Wir wollen zur Unterscheidung alle Ableitungen mit 
einem Strich oder mit dem Index g bezeichnen, je nachdem der Orts- 
Tektor Xt oder der Ortsrektor x^ als unabhängige Variable angenommen 
wird. Einer Verschiebung dx^ des Punktes Pg entspricht eine Ver- 
schiebung dxt des Punktes Ft. Betrachten wir Xt als Funktion von Cg, 
so kdnnen wir schreiben 

687 dt, = dt„(Vo • r,) =-^dx„. 
Ganz analog erhalten wir 

687a dt, = dt,(V' • r«) = ^äx. , 

*) Über die Besiehang zwischen Spannnngstensor und DeformatioiiBtonsor bei 
enUlicben Deformationen siehe G. Hamel, Elementare Mechanik, S. .'>74. 
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326 Ableitung nach einer Ortefnnktion. § 50 

wenn wir Xg als Funktion von Xi betrachten. Selbstverständlich wird 
C87b Vo*i:o = V't, = I. 

Wir nehmen an, daß der Nablaaffinor Vo'tt vollst&ndig ist, daß 
also das Yerhältnii eines transformierten Raumelementes (2r, zu dem ur- 
sprDngtichen dt^ in allen Punkten des Baumes von NuU verschieden ist. 
Dieses Verhältnis ist gleich dem dritten Skalar des XablaafGnors, 

•88 ^ = ^>^'^'-"^ = ^--^- 

Einem Flächenelement d^Q entspricht im transformierten Kaum ein 
Flächenelement 

rff, = rff(,ko(Vo*r,) = ko-|jdfo 

oder, unter Berücksichtiguhg der ftlr jeden Affinor <{■ gültigen Beziehung 
♦,ko$=S,*, 

689 df<-|i = df„ ko (Vo-r,)-|^ = S, (^) d],. 

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit dxa, so erhält man, 
unter Berücksichtigung von 687, 688, die selbstverständliche Beziehung 
dUdv, __ dUdr„ 
dx, ~ </t, • 

Betrachten wir jetzt eine beliebige Ottsfunktion, z. B. einen Skalar f. 
Man kann diesen Skalar als Funktion des Punktes F, oder als Funktion 
des Punktes P,, betrachten. Einer Verschiebung dXa ron P^ entspricht 
eine Verschiebung dx, von P« und eine Änderung df von f. Zwischen 
diesen Ördßen besteht die Beziehung 

df = <it„Vüf = rft(V'!p = dro(Vo-r(')7'tp. 
Hieraus fo^ 

690 V(i<p = grado? = (7« ■ ü) grad'y 

oder mit der anderen Bezeichnung 

690. rfy _ df dx, 

'**'"* dr, - dx, dx,- 

Ganz analog können wir auch eine Beziehung zwischen den Ableitungen 
einer vektoriellen Ortsfunktion t) nach den Ortsvektoren ti und t« ableiten. 
Zwischen den drei entsprechenden Gr6Öen dVf,, dx,, dv besteht die Be- 
ziehung 

do = dro(Vo'>') = (ir,(7'' o) = dro(7o* r,)(V''ti). 

Hieraus folgt 

691 Vo-f = t7o-r()(V'*ti) 
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§ ÖO Ableitungen nach e 

oder die konjugierte Gleicltung 

In dem speziellen Fall, daS v = 



""^ ' "'•r„ = (VoT.r 






Das heiBt: Der Kabka^nor von r^ als Funktion Ton i, ist gleich dem 
reziproken Nablaaffinor von ri als Funktion von Xq. 

Um die Divergenz von p auszurecknen, bilden wir den ersten Skalar 
der beiden Seiten von 691a: 

o do ,. c / dv dti\ 

• dif " • \drt dtj/ 

Unter BerDcksichtigung der Gleichung 636 (S. 315) kSnnen wir schreiben, 
wenn wir dort <t> = -j^ setzen und fQr die Berechnung der Divergenz 
den Vektor Ci als unabhängigen Ortsvektor ansehen, 

,. ,/dn \ . / dt( , „ / do drt\ 

'" (d^") = '"'TUT + ^' (-^ st:)- 

Es wird also 

693 div„i] = div'{tiVoT<) — oti'-^. 

Man kann auf diese Weise auch andere ähnliche Formeln ableiten. 
(Siehe Burali-Forti und Harcolongo, Analyse Vectorielle G^n^rale, 
1. 1, S. 90 — 93.) Wir wollen hier noch eine andere Methode zur Ableitung 
solcher Formeln angeben. Denken wir uns, daB der Punkt P^ die Rand- 
kurve Kg einer Fläche F^, beschreibt; dann beschreibt der Punkt Pi die 
Kandkurve Ki der transformierten Fläche Fi. Einem Linienelement dXo 
auf Kg entspricht ein Linienelement dti = ^tg V« * ti auf K. Für jedes 
Element gilt auch 

dxiJ3 = dro(Vo'ri)D. 
Wir kSnnen diese Gleichung fQr alle Linienelemente summieren und er- 
balten links das Randintegral Dber Kt, rechts das Randintegral über K,, 

694 ^dr,D = ^dr(i(Vo*t()D. 

Nach dem Stokesschen Satz folgt hieraus 

695 fd^i rot' t) =fdU rot« { (7o • n) » }• 
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330 Variabein von Lagrange. Eontinuitätsgleichung. § 50 

Diese Gleichung gilt auch fOr ein Flächenelemeut, so daB wir unter Be- 
rOcksichtigung der Gleichung 689 schreiben kSnnen: 

rff,rot'i. = rfforoto{(Va-r,)D| = — ^c;f,-|froto{{Vo-r,)l>j. 



Da dfi beliebig sein kann, so folgt hieraus 

Wir wollen jetzt eine Anwendung dieser Gleichungen in der Hydro- 
dynamik zeigen. Die Lage jedes bewegten Flüssigkeitsteilchcns bezeichnen wir 
mit l[, seine Anfangslage mit rg. Der Ortsvektor tt ist also eine Funktion der 
Zeit und der Anfangslage Tg. Die Kurve, die der Endpunkt von n im Laufe 
der Zeit beschreibt, ist eine Bahnlinie des entsprechenden Flüssigkeitsteilchcns. 
Für jedes Teilchen ist ig konstant. Die Geschwindigkeit eines Teilchens ist 

- :y - = », seine Beschleunigung ist -jTs~ • ^**" berechnet die augenblickliche 
Verteilung der Quellen und Wirbel des Geschwindigkeitsvektors , indem man 
seine Ableitungen nach dem Ortsvektor ti bildet. Solche Ableitungen wollen 
wir mit einem Strich bezeichnen, zur Unterscheidung von den räumlichen Ab- 
leitungen nach dem Anfangsvektor Iq, die wir mit dem index g bezeichnen 
werden. 

Mit dieser von Lagrange eingeführten Darstellung können wir die 
Eulersche Differentialgleichung (S. 143 und Aufgabe ii}, S. 148) in der Form 

6« «-■igr.d',= -^> od« ±g,.d'j, = St--^!- 

schreiben. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit dem Postfaktor 
-T-^, so erhalten wir die Lagrangesche Diäerentialgleichung 
697. lp,d., = (s_^)|i. 

Es sei (>o die Dichte eines Raumelemcntes dtg in der Anfangslage. Da die 
Masse eines Flüssigkeitsteilchens während der Bewegung konstant bleiben muß, 
so können wir schreiben podT^ ^ pdr, wo p und dr die Dichte und der Raum- 
inhalt in der Lage tt sind. Unter Benützung der Gleichung 688 kann man diese 
Beziehung in der Form 

698 f-^^ 

schreiben (Kontinuitätsgleichung). 

Denken wir uns jelzt, daß die Dichte der Flüssigkeit eine Funktion des 
Druckes allein ist und daß die Kraft ffl ein Potentialvektor ist. Dann können 



,y Google 



§ 51 Erhaltung der Wirbel. 831' 

wir setzen — grad' j. = grad' P und Ä = grad' U (vgl. Aufgabe 114. S. 148), 
und erhalten aus 697 



oder, nach Multiplikation mit dem Präfaktor ^„'n 

Wir wollen beweisen, daß in diesem Fall der Lagrangesche Satz gilt, daß 
eine solche Bewegung dauernd wu-belfrei bleibt, wenn sie nur am Anfang wirbel- 
frci war. Wir bilden zuerst den Rotor von beiden Seiten der Gleichung 699: 

700 rot. grad. ( tf - P) = = rot, {(V, . t,) -J^-j . 
Hier Ist 

rote {(V. • t,)^) = ^ rot, {(v. • «.) 4f 1 

= rot,{,7..r.)i^) + rot,{(v,.4f)4fj, 
weit 

"■o {(V.- ^) —} = '»■. 8'»<l, 7 (4f)' = 0- 
Folglich ist rotfl { (Vo ' t*) ~~^'r\ i'eitlich konstant, und wir können setzen 

701 roto {(Vo • r,) ~^j = const. = rot^ -^ = rotoOp, 
weil am Anfang ri = ig und folglich 

roto {{Vo • to) -5^} = rotj, -^ = rotj, i^ 

ist. Unter Berücksichtigung der Gleichung 696 erhalten wir aus 701 die Glei- 
cliung von Cauchy 

702 S3 (Vo • t,) rot'o = roto%{Vo ■ X,) = -g— rotoDo- 

Ist die Bewegung am Anfang wirbelfrei, rotfltio = 0, so sieht man ohne weiteres, 
daß auch während der Bewegung rot'p ^ sein muß, weil hier der dritte 
Skalar SsCVo'ti) immer von Null verschieden ist. 

§ 51. Räumliche Ableitungen in krummlinigen Koordinaten. 

Es ist fQr die Anwendungeii sehr wichtig, die räumlichen Ablei- 
tungen von Affinoren in krummlinigen Koordinaten dantellsn zu können. 
Nehmen wir an, daß der Aufpunkt r als Funktion der krummlinigen 
Koordinaten », v, w gegeben ist, und wählen als Antezedenten eines ge- 
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832 Krummlinige Koordinaten. § 51 

gebeuen A^nors ^ die Einheitsrektoren u, D, V (vgl 279, S. 168). Der 
Affinor <t> kann dann dargestellt werden in der Form 

703 * = «.«« + ». a, + ». ««., 

wo die Zeilen Vektoren äl,, S», 3« gegeben sind dnrch 

704 % = üA„ + r>A„ + mA,^ 

Wir beschränken uns auf ortbogonale Koordinaten, nehmen also 
ftn, dofi usip = 1 ist. Der Nablaoperator kann dann in der Form 

S24 g„a = , = „-l,_^?_. + „_>,^+„i^ 

dargestellt werden (S. 183), und ebenso der Operator V in der Form 

705 Ttx = V = u^-|j^ "3^ +^-v- -g- + ra^-jiF -j^. 

Wir wollen zuerst den Traktor von ♦ berechnen- Nach For- 
mel 594, S. 307 kSnnen wir schreiben 

tr<t> = v* = 21- diT 11 + a, diT + 9(. div vo 

div ID ihre Werte aus 303, S. 175 ein, so erhalten wir 

706 tr* = -^jj^ (— äli— + —ZT- + — ä^T-j- 

Um den Vortez von zu berechnen, schreiben wir, unter Be- 
nutzung der Formel 600 a, S. 309 

vtx0 = V0 = rotu*31. + rotD*3l<. + rotro-at«. 

-iiv-a.-uv-a^-mv-at-. 

Kun ist aber 

707 iiV= ' ^ 



V du " F ac ■ 



roV 
Aufierdem ist, nach Formel 302, S. 174, 

rot u = — -ff 11 Vü, rot D = — y- V V V, rot tu == 
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4j 51 Vortex. Richtunggableitung. 

und folglich 

708 Ttx<t> = — ~u'7-U'Su--prv'7' ra„- 






+ ro--j^(- 



dw 



Zar BerechnnDg der Richtungsableitungen von <!>, z. B. 

benutzen wir die Formeln 317, S. 180 und erhalten 
709 „v.» = 4{„.^ + -fi-.3l.+ ...) 

a* /d%. I 1 du^ , 1 at^a, \ , / aa. i au„ 
-äir = "-(-air+-r-äir2i' + -r-äiF^-) + "'(a,r— riT^ 



W dir ^"J- 

80 



Ganz analog erhalten wir auch die Ableitungen yt~ und -^. 

Nach 704 sind die Komponenten der Zeilenvektoren äti. 31?, älw die 
Bestimmungszahlen des gegebenen Affinors 4*. Benutzen wir die For- 
mel 323, S. 183 für die Richtungsableitung eines Vektors als Funktion 
der Ableitungen seiner Komponenten und der Ableitungen von u, D, m, 
so können wir auch in den Formeln fUr tr0, TtxO, u V • die Ableitungen 
der Zeilenvektoren durch die Bestimmungszahlen und ihre Ableitungen 
ausdrücken. So erhalten wir z. B. fDr tr<t>, nach Ausrechnung, den 
Ausdruck 
710 ti* = lia.+ »«, + ll)a„*), 



Man kann aber, was zuweilen sehr nützlich ist, die Rechnung direkt 
ausfuhren, indem man die Ableitungen der Dyaden it • u, it*», ... mit 
Hilfe der Formeln 317, S. ISO berechnet. Da man tou jeder Dyade 



•) Love. Lehrbuch der ElMtiiit&t. S. 107. Setet man «- = u V». «• = oV*», 
aU-mV-^. 30 wird tr<t> = V'Si nnd aus 711 er^bt sieb ein Ausdruck fttr die 
U-Eomponente des Tektors ^'S (F. Emde, AusiOge aus Mazwelle El. und Magn. 
S. 177). Dieser Ausdruck ist nur der Form nach verat^ieden tod anserem Aosdrnck 
811, S. 179. 
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334 RichtangBableitnngen der Dyaden u • u, u • u, . . . § 51 

drei solcher Ableitungen bilden kann, so erhäU man im ganien 27 ver- 
Echiedene Ableitutigen dieser Djaden. Es genügt aber, neun Ableitungen 
auszurechnen : 

g , , 1 du , , . i du , , , 



712 



-g^ (U • U) = -j^ -^ (U - 10 + lU • ll) 



712 B -g^ (o - Hl) = -j^ -g; , (ü • — ro • m) — jj- -j^ u ■ ro 

3 , , i dv , i du 

712b ^(m.n) = -^-g-(o.u-ru.n.)--L|I.™.,. 

-^ (ro ■ ü) = -^ -^ (ro • ID - D • d) - -jj- -^ u • ö. 

Die übrigen 18 Ableitungen erhält man durch Tertauschung von u, r, tr. 
Es sei jetzt <t> ala eine Summe tou neun Dyaden d&i^estellt, 

= U'll^„„ + lfD^«p+ It •ro^,»+ D-U^r» + . . . 

Dann wird 

_„dA». , 9(«.u) a^,., 3(>..p) 

Setzt man für die Ableitungen der Dyaden ihre Werte aus 712 ein und 
ordnet, so erhält man wiederum eine Summe von neun Dyaden 



+ ll-»(-^+(A 


. ,1 «i; 




+ •■'-"irTSri 


+-»{^ 


I 8t7 


HA. 


, ,1 8 1- \ 


+ »•«{-!¥" + (■<■ 


-^■.)-r4? 




, , 1 81- 1 


+ "'-»{-sir-w- 


+ 1 1-1-*-^ 




l 


+ ....{i,^^ 






. 1 817 1 



„Google 



Ableitungen in kartouBcben Koordinaten. 



3« T-^^o y 3p 






In f^leicher Weise kann man auch die Ausdrücke fQr 

!♦, !♦, rt.» 

ausrechnen Wir wollen aie hier nicht veiter angeben. 

Die fUr die Rechnung in Betracht kommenden Formeln sind meistens 
nicht so kompliziert, wie die allgemeine Formel 713, weil bei den ge- 
bräuchlichen Koordinaten in den Formeln 712 riele Yereinfachungen 
auftreten. So ist z. B. fOr kartesisohe Koordinaten, u == x, v ~ t/, w = z 
(S. 170) 

U=V=^W=^l, u = t, o = i, m = t. 
Alle Ableitungen 712 sind in diesem Falle Null und man erhält 

+ ' \~dS~ + ~H' "•" ~li~) 
715 ,M>=,.,(-j^; j_) + ,.,(-_ j_) 

+ ' H 3» FF^J + I H Sä Sx) + -- 

71« 3* _ ; ; 8A.X . , , 8A.,, . 

USW. 

Für Zylinderkoordinaton « = *, t; = p, tv = <f (S. 170) ist 
U= r=l, lf=p. 

Wir bezeichnen die EinheitsTektoren u, u, to im Falle von Zylinder- 
koordinaten mit 

ij = Qj, = r,,, iD = tfl. . 

Die Ableitungen 317, S. 180 rereinfachen sich dann zu 

3? "' 3ip " 

und Ton den 27 Ableitungen 712 sind hier nur die folgenden adit tod 
Null rerschieden: 
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Ableitnngen in Zylinderkoordinaten. 

3(t. 




Hit Hilf« dieser Formeln erhält man z. B. für den Traktor von <t> in 
Zylinderkoordinaten den Ausdruck 

fdÄ^, 1 dpAg, , 1 dAy, \ 

°M-Fi- + v sp-' + y-ä^/ 

718 ti<t» = +xA -^ + - -^^ + - -^ - - A., 1 

' °\ dz ' s- d? ' p 3<p p ^* / 

' "X 3s ' f dp ' p 3? ' p '^*' ( 
und för den Vortex von den Ausdruck 

719 vlx* = a,-o, ' (lf^_i|£l) 

_1_ n 1- - illAli. _ ^-^P I 1 ^ 
■ " " \p tf ? ffZ / 

* J Vp tff oz p V 

+ r, • I. (i -T^ - T«^ + - A.,\ 
' " \p 3t 02 ' p V 

+ '«•«« i-j; ä^) 

1 , . (d ÄQip d A,'p\ 

"•"'"' '^ l ~dz dp ) ■ 

Wir überlassen es dem Leser, auf diesem Wege die Richtunf^- 
ableitungen von f auszurechnen. 

LOanngen der Aufgaben des dritten Teils, 
S. 240. Aufgabe 131. 

a) Es sei ♦n, = ^n, = ♦uj = 0, wo n,, n,, n, drei gegebene nicht- 
komplanare Vektoren sind. Da man jeden Vektor n in der Form 
n = an, + ßn, + 7n, 
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Lösungen. 337 

darstellen kann, eo folgt wegen 326 und 327 

<|>ll = <t>(aii, + ßllj + Tttj) = «0«, + ß4>li, +74>ni =0. 
Die lineare Funktion 0ll ist also identisch Null. 

b) Es sei <|»ii, = On, = 0, wo n, und n^ zwei gegebene nicht- 
parallele Vektoren sind. Da man jeden Vektor n in der Form 

11 = «Hl + ßu, +t["i«j1 
darstellen kann, so wird wegen 326 und 327 

<t>n = <I>(anj + ßn, + t[iii»»]) = Tl'[it|tij]. 
<t'tii,ii2] ist aber ein konstanter Vektor, so da£ die lineare Funktion ^n 
für alle Werte von n eine konstante Richtung und einen dem Skalar t 
proportionalen Betrag hat. 

c) Es sei 0«! = 0. Da man jeden Vektor n in der Form 

n = ani + ßu + 7» 
darstellen kann, wo u und v zwei konstante und mit n, nichtkomplanare 
Vektoren sind, so wird wegen 326 und 327 

<|>u = <t>(an, + ßii + -(V) = ß<t>li + t^ü. 
Der Vektor ^n ist also fllr alle Werte tod li parallel zu der Ebene der 
Vektoren 4>ii und <Pn. 

Aufgabe 132. Die gegebene Funktion ist 

<t>ii = [at[«ii]] = « . 9(u- ai» • n. 
Die konjugierte Funktion ist 

<t»,ii = 9l'i9n-2CÖMi. 
Wenn die lineare Vektorfunktion symmetrisch ist, so muß sie ihrer 
konjugierten Funktion gleich sein. Es wird also bei jedem Wert des 
Vektors n 

3t ■ ^n - « ■ an = [ii|,3I»l] = 0, 

was nur möglieb ist, wenn [atS] = 0. Die gegebene Vektorfunktion ist 
also nur dann symmetrisch, wenn ^ parallel ^ ist. 

Aufgabe 133. Zerlegt man eine beliebige lineare Vektorfunktion 
in eine Summe von Ausdrücken der Form 91p • ''^p ll, so sieht man sofort, 
daß fQr beliebige Werte von n, n' die Gleichung 

n''{0ii) = ni^cix') 
gilt. Es wird also für eine symmetrische Vektorfunktion wegen T n = Tctt 

n'(Tn) = nCTii') 

Splelrein, TektomohBDng. 23 
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und fUr eine aiibimetrische wegen 6n = — 6ctt 
n'Oii} = — nCÖiiO. 
Da diese Oleichungen Eich gegenseitig ausschließen, so sind sie braach- 
bar zur Bestimmung von symmetrischen und antimetrischen Vektor- 
funktionen. 

Aufgabe 134. 

a) Der Radiusvektor der Punkte des deformierten KSrpers wird 

t'=t+mt = (l + »Or. 
Ist m]]>0, so besteht die Deformation des KSrpers in einer gleich- 
naäßigen Dehnung, alle Abstände zwischen den Eörperpunkten werden 
in demselben Verhältnis (1 -\- m) : \ vergrößert. Ist — 1 <[ m < 0, so 
wird der Körper gleichmäßig zuBammengedrQckt , alle Abstände der 
Körperpunkte werden in demselben Verhältnis (1 -(- m) : 1 verkleinert. 
Im Grenzfall (1 -\- m) ^ wird der ganze Körper auf den Aufponkt 
zusamm en ged rückt. 

Wenn aber (1 -f* ni) <C ^ wird, so besteht die Deformation nicht 
nur in einer Dehnung, sondern auch in einer Spiegelung. Betrachten 
wir z. B. den einfachsten Fall, daß m = — 2 ist. Dann kehren alle Ab- 
stände zwischen den Körperpunkten ihre Richtungen um : ein mit dem 
Körper verbundenes Achsenkreuz Oxye erleidet eine solche Trans- 
formation, wenn die Richtungen seiner Achsen umgekehrt werden. Diese 
Transformation kann man auch dadurch erhalten, daß man das Achsen- 
kreuz zuerst um 180'* um die j-Achse dreht und dann an der xy-Eitene 
spiegelt. Ein rechtsgängiges Achsenkreuz wird dadurch in ein links- 
gängiges transformiert. 

b) Der transformierte Radiusvektor wird 

r' = r - r + i' - i r + j' ■ j r + (' • f r = i' ■ i r + )' . j r -1- (' • h. 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit der bekannten Identität 

r = i'ir+ i'jr + ('fr, 
so sieht man, daß die Projektionen von r' auf i', \', f gleich den Pro- 
jektionen von r auf i, j, t sind. Die Transformation besteht also in einer 
Drehung des Körpers, die die mit dem Körper fest verbundenen Grund- 
vektoren i, i, l in die Lage i', j', t' UberHlhrt. Wäre i'j'r = — 1, so 
wäre diese Drehung mit einer Spiegelung verbunden. 

c) Da u ein Einheitsvektor ist, so kann man jeden Radiusvektor 
des Körpers in der Form 

r = u-ru 4- ["[ru]] 
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darstellen. Der transformierte RadiosTektor wird 

r'=: r + »Mii-ni = (l +»»)ii' vii+ ["[m]]- 
Di« Deformation des Körpers besteht also darin, daß alle zu u parallelen 
Strecken im Verhältnis (1 -j- m) : 1 vergrößert werden. Ist m > , so 
entspricht das einer gleichmäßigen Dehnung des Körpers in dieser Rich- 
tung. Für <; (I + Hl) < 1 wird der Körper zusammengedrückt Für 
den Grenzfall 1 -f »i = wird der ganze K5rper auf die durch den Be- 
zugspunkt gehende, zu u senkrechte Ebene plattgedrückt. Wenn schließ- 
lich 1 -f m negativ wird, so besteht die Deformation außer einer Dehnung 
noch in einer Spiegelung des ganzen Körpers an der Ebene. 

d) Der transformierte Radiusvektor wird 

t'=u.vu + (l-m)[u[ru]]. 
Die zu ti parallele Komponente des Radiusvektors bleibt unverändert, die 
zu u senkrechte Komponente wird in dem Verhältnis (1 — m) : 1 ver- 
größert. Ist <C tn <^ 1 , so entspricht das einer Querkontraktion des 
Körpers ; ist m <^ 0, so entspricht das einer Querexpansion des Körpers. 
Ist nt ^ 1, so erleidet der Körper außer der Kontraktion oder Expansion 
noch eine Drehung von 180° um die Achse [ut] = 0. Im Grenzfall m = l 
wird der ganz« Körper auf diese Achse zusammengedrückt. 

e) Da u und v zueinander senkrechte Einheitsvektoren sind, so kann 
man für alle Radienvektoren schreiben 

r = II ■ rii + ü-rw + [im] • r[iiD], 
Die Verschiebung eines Körperpunktes ist 

r'— r = ii.u*rt). 
Alle Körperpunkt«, für die tv denselben Wert hat, erleiden dieselbe Ver- 
schiebung itii-rv in der Richtung von u. Die Deformation ist also eine 
Schiebung, die dadurch entsteht, daß alle Ebenen nc^const um eine 
dieser Konstant« proportionale Länge in der Richtung von u verschoben 
werden. 

Aufgabe 135. 

a) 0, b seien zwei beliebige konstante Vektoren. Wir wollen zu- 
iSchst beweisen, daß 

[t<l>a)(*t)] = [(*a)(<t>6]], 
solange 

[UD] = [06] 

ist. Die Vektoren a, 6, u, n sind dann komplanar, so daß man schreiben 
kann 

11 = aa + ß6, n = a.'a-\- ß'b 
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und 

[iio] = [(aa + ßl))(a'a + f'b)] = (aß'- MO[ab] = [üb]. 

Die Elsmmer (aß^— ßa') ist also gleich eins. Setzen wir diese Werte 
von 11 und D in die Vektorfunktionen ein, so erhalten wir 

[(*u)(<t>B)] = [(««0 + ß<l>b)(«'*a + ß'06)] 
= (aß'-ßaO[i*«)(t'l')] = [(*tt)(4'6)]=ko'J>[aH- 
Man sieht, daß das Vektorprodukt [(^'lOCt'o)] tatsächlich eine Funktion 
von <t> und [liti] allein ist. 

Um zu zeigen, daß ko<ti[abj eine lineare Funktion des Ärgumeoten- 
vektors [ab] ist, gentigt es, die charakteristische Gleichung 

ko<t'ii + koOii' = ko<t'(ii + iiO 
fUr beliebige Werte von n und ii' zu beweisen. Man kann immer drei 
solche Vektoren it , v, m finden , die den Gleichungen ii = [u o] und 
n'=[ura] genügen. Die zu beweisende Gleichung kann also auch in 
der Form 

ko* [ud] + ko<P [urol = kofl» ([iio] + [um]) = ko<P [u(d + n)l] 

geschrieben werden. Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition 
der Funktion ko^ffitn], denn es ist 

[(<t>H)(<I>D)]=ko<t'L"D] 

[(«PiOCfn»)] = ko* |hid] 
und 

ko<ti [ud] + ko<t> [iiro] = [(fiiX^D)] + [{«iO(*t»iDl] 

= [(<P ii) («f (d + to))] = ko* [ii (ü + to)} . 
b) Ist 

$11 = ko<l>n, 

so kann man die Vektorfunktion immer in der Form 

4>ii = i'-in + j'- ju + r'-hi 
darstellen, wo t, j, f und i', i', !' zwei Tripel zueinander senkrechter Ein- 
heitsTektoren sind. Um das zu beweisen, wenden wir die gegebene 
Gleichui^ (t>ii = koffit auf die drei Grundvektoren i, j, f an: 

[(♦i)(*f)] = ko<t> [jE] = kotpi = <;>i 
und ebenso 

[(1'e)(<;'i)] = <l'i, [(4>t)(0i)] = <!>(. 
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Hieraus folgt, dafi die drei Vektoren 0i, ^i, <PE such zueinander senk- 
rechte EinheitsTektoren sind. Definiert man eine Kaunitransformation 
dadurch, daß man alle Radienvektoren r durch diese Vektorfunktion <Pr 
ersetzt, so besteht diese Transformation in einer reinen Drehung des 
Raumes, weil jedes zu i, j, { parallele Achsenkreuz durch diese Trans- 
formation in ein zu <t>i, <t>i, <t>f paralleles übergeführt wird, und weil die 
Längen der Vektoren r und $c gleich sind. In Aufgabe 134 b haben 
wir aber gesehen, daß eine solche Transformation durch die Vektorfunktion 
i' • i n + i' ■ i n + f ■ E n darstellbar ist. 

Aufgabe 136. Wir müssen zeigen, dafi das skalare Produkt 
(4> li) (ko't' n) fQr jeden Wert von n verschwindet, wenn nur <Pa = ist. 
Um das zu zeigen, wählen wir zwei Vektoren ii, v, deren Vektorprodukt 
gleich a ist, [titi] = a, und erhalten nach der Definition der Vektor- 
funktion koipii (Aufgabe 135 a} die Gleichung 

ko<t' = ko<t' [ii »1 = [(<P u) (<l> o)] . 

Anderseits kann man aber einen beliebigen Vektor u in seine Kom- 
ponenten nach den Richtungen von u, d, a zerlegen, etwa in der Form 

11 = an + ßö + 'irfl- 
Es wird also 

(t> II = * (« II + ßi) + va)^«^!! H-ß*», 

weil, nach der Voraussetzung, <Pa = ist Hieraus folgt ohne weiteres 

(<f n)(ko0«) = (a<l>iO[l<l>u)(0ü)] + (ß<t'u)[(<l>li)(*D)] = 0, 

was auch zu beweisen war. 

Aufgabe 137. Alle drei Ausdrücke sind gleich dem dreifachen 
Produkt («aOCPaSJC^G), wie man aus der Definition von ko*[äS] ohne 
weiteres sieht. 

Aufgabe 138. Nach der Definition von ko<t>n gilt hier für zwei be- 
liebige Vektoren u, u 

ko<t>[nrl = [(<l>iO(<t>D)] = [[?t»l|3tul]. 

Nun ist aber (Aufgabe 18b) [iStiilL^i']] = 91 ■ M[iidJ und folglich auch 
ko$ [i[ d] = 31 • 9{ [it »]. Da aber die Vektoren ii, x> beliebig sind, so gilt 
ganz allgemein: 

ko<f II = ä'Mtl, wenn 0n = (9ln|. 

8. 24S. Aufgabe 139. Das Quadrat des Betrages dieser Vektor- 
funktion ist 
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Der Betrag ist also für jede RichtUDg des Einheitsvektors n gleich — — 
(d. h. gleich der Dichte der elektrischen Energie). Um die Bestimmungs- 
zahleD dieser Vektorfunktion auszurechnen, bezeichnen wir mit a, ß, 7 
die rechtwinkligen Projektionen von n und erhalten fOr die Projektionen 
P''"*i ?»'"'< ^i'"' ^«8 Vektors ♦n die Gleichungen 

r.<" = -^{Y(E.'-E,'-E.')<' + E.E,f + I!.E,-l) 

l>,"> = -^{^(E,'-E.'-E.')f + E,E.T + E,E.<^] 

li.'-> = -f;;-[j(E.'-E,'-E,')T + E.E.,L + E.E,?y 

Die neun Koe^zienten von a, ß, 7 in diesen drei Gleichungen sind die 
gesuchten Bestimmungszahlen. 
Aufgabe 140. 

a) Betrachten wir die durch die Oleichungen 350 gegebenen Zeilen- 
Taktoren 

G = («i + (.,j+/„f. 

Diese Gleichungen und die angegebenen sechs Beziehungen zwischen den 
Bestimmungszablen der linearen Vektorfunktion entsprechen genau den 
Gleichungen S5, 36, 37 des § 8. Hieraus folgt, daß die Zeilenvektoren 
ein Tripel zueinander senkrechter Einheitsvektoren bilden. Aus der 
Formel 35 folgt weiter, daß die aus den Bestimmungszahlen gebildete 
Determinante den Wert ± 1 hat. Ist diese Determinante gleich + ^i so 
sind die Zeilenvektoren mit den Grundvektoren gleich orientiert, die 
lineare Vehtorfunktion wird aus dem Argumentenvektor durch reine 
Drehung bestimmt (vgl. die Aufgaben lS4b und 135 b). Ist die Deter- 
minante aus den Bestimmungszahlen gleich — 1, so tritt zu der Drehung 
des Argumentenvektors noch eine Spiegelung hinzu. 

b) Bezeichnen wir das erate Verhältnis mit -~ und das zweite mit 
-~, so wird 
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*" = *r — *.'r 
Ox Om a, ' 

setzt man die erste Zeile gleich bz, die zweite gleich by, die dritte gleich b^ 

so erhält man 

tpi = ay ht, tfg = Oy hg, tyi = Oy h, 
Ur^aihx, i,y = aiby t„ =a,b,. 
Setzt man noch 3 = ia« + ja, + !a, und % = \hi -\r \bg -\- Ib., so sieht 
man, daß die gegebene lineare Vektor£unktion gleich ^ • 9 n wird. Aber 
auch umgekehrt, die Bestinunungszahlen jeder linearen Vektorfunktion 
von der Form 31 • 39 tl erftÜlen die hier angegebenen Proportionen. 

Die Bedingung d, + f,,+ t,, = Oiti -j- a,6y + a. ft. = besagt, 
dafi die Vektoren 91 und 9 zueinander senkrecht sind. 

Aufgabe 141, Die Bedingung ist notwendig: Jede lineare Vektor- 
funktion kann in der Form 346 oder 34Sh dargestellt werden. Sie ist 
aber nur dann auf eine Summe Ton zwei Ausdrucken der Form 3t 'Sn 
reduzierbar , wenn entweder ihre Antezedenten oder ihre Eonsequenten 
komplanar sind. Da aber die QrundTektoren nichtkomplanar sind, so 
mUssen ihre Zeilenrektoren (oder Eolonnenrektoren) komplanar sein, was 
nach Gleichung 350 nur möglich ist, wenn die Determinante aus den 
Bestimmungszahlen der linearen Vektorfunktion verschwindet. 

Die Bedingung ist auch hinreichend: wenn sie erfüllt ist, sind die 
Zeilenvektoren oder die Eolonnenvektoren der linearen Vektorfunktion 
komplanar. 

Aufgabe 142. 

a) Man kann jede lineare Vektorfunktion in der Form 
346 <l>n = t . ain + j • »n + l ■ 6ii 

darstellen, wo 91, ^, G die Zeilen Vektoren sind. Nach der Definition der 
Funktion Vo^n erhalten wir also für zwei beliebige Vektoren u, D 

ko0[iiD] = [(*iO{*D)] = [(i-3tu + i.«ii+f-euKi-3iP+j-»D + r-6D)] 

= i(«u-6D--ÖD-6u) + i(Gu-91ü-eu-3lii) + ((aii-'Öo-3(D-Su) 
= i - [■»©] [II cl + i • 16211 [ii ü] + * ■ [3t »1 [11 Ol , 

denn es ist, nach Aufgabe 18, 3Jll • 6o — ^p • (Jii = [S961[iid1, usw. 

Folglich gilt auch fUr einen beliebigen Vektor n 

ko4>n = i • [Ö6] n + i • [691] n + t • [91«]n. 
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Wenn also eine lineare Vektorfunkiion <^n die ZeilenTektoren % ^, <S 
hat, so hat die lineare Vektorfunktion ko0n die ZeilenTektoren [S(S], 
[Q%], [%"S]. Da die BestimmuDgszahlen der linearen Vektorfunktion mit 
den ZeilenTektoren durch die Oleichangen 350 verbunden sind, so erhält 
man als Beatimmungszahlen der Vektorfunktion koOii die neun Skalare 

Die aus den Bestimmungszahlen der Vektorfunktion <l>tt gebildete De- 
terminante * 

(*. t^f tt 

kann man bekanntlich nach den Gliedern jeder Zeile oder jeder Kolonne 
entwickeln; so erhält man z. B. die Entwicklung nach den Elementen 
der ersten Zeile: 

I t^f t„ \ * 1 f„ f,. I I t,. U, \ 

Ganz analog erhält man die Entwickelungen nach den Elementen der 
beiden Übrigen Zeilen. Die neun Unterdeterminanten 

I (»y t,z I I fyt *,- I I t.^ fxy I 

I /., t^. r I h, (,. r ■ ■ ■ ' I fy« f,y I 

wurden Ton Gibbs die Kofaktoren der entsprechenden GröKen f««, 
fxy ■ ■ ■, t,, genannt*). Jeder Bestimmungszahl der linearen Vektor- 
funktion II entspricht also als Kofaktor eine ünterdeterminante, und wir 
sehen sofort, daß diese Kofaktoren die entsprechenden Bestimmungszahlen 
der Vektor funktion ko4>n bilden. Dieser Zusammenhang zwischen den 
Bestimmungszahlen Ton 0n und ko0n hat auch zu der Wahl des Funk- 
tionszeichens ko<t> gefOhrt. (Wir werden im nächsten Paragraphen sehen, 
daß auch jedem „Äfßnor' ein nKoafäaor' ko0 entspricht.) 

b) Wenn die Vektorfunktion ko0it identisch verschwindet, so rer- 
schwinden auch alle ihre Bestimmungszahlen, d. h. alle Kofaktoren der 
Vektorfunktion 0ii. Es wird also 

t„ t.. — iy, Uy = 0, l^, („ — <,,(„ = 0, ty^t,^ - t„t., = USW. 

') Gibbs-Wilson, Vector Annlyais. 2. Aufl.. Iül8. S. 816. Siehe auch Bodde, 
Tensoren and Dyaden. S. :,if. 
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345 



Diese neun GleicbnngeD entsprechen aber genau den Proportionen der 
Aufgabe 140b, die die notwendige und hinreichende Bedingung fUr die 
Darstellbarkeit der Vektorfunhtion in der Form 9( • S n angeben. 

Es sei noch bemerkt, daS die Determinante aus den Bestimmungs- 
zahlen der Funktion ko<(n gleich dem Quadrat der Determinante aus 
den Beatimmungszablen Ton (pn ist, denn nach den Eegeln der Determi- 
nantenrechnung ist 



I (., (.. 
I (,, t.. 



t,.\ 



:t:! 

■■t.,\ 



/,, /„, /,. 
t.. t,^ t,. 



(Den Beweis iindet der Leser auch bei Budde loc. cit., S. 53, ivo die 
volbtändige Entwickelung dieser Determinante angegeben ist.) 

S. 253. Aufgabe 143. Zerlegen wir drei beliebige Vektoren ii, u, id 
in ihre Komponenten nach den Riebtungen der Orundvektoren i, j, t, 

ii = »i + «'i + «"f 
" = pi + P'i + P"t 
m =-(i-t--('i + Y"f. 
Nach Formel 33 wird dann 

aa't 

ßP'f 

V 7' 1" 

Bezeicbnen wir diese Determinante mit i7, so bQniica wir leicbt aus- 
rechnen, daß 

P{[ii]'t't + [it]'t'i + [[il't'i} 



S,{*) = 
und ebenso auch 



= i'|li + i»j + f'l>t 



DJi [(♦»(♦ ')] + i[(*I)(»l)l + l[l*')l*i)]} 



= iko4>i + iko<I>j + fko'l>f 

S,(il>) = — ! g !-_(i„(|i[)(tit = (iioil)i)(|li = (koll>j)c|>i, 

ganz unabhängig von der Wahl der Vektoren u, n, ID. 
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Dies« Skalare spielen eine große Rolle in der Theorie der Ai^noren. 

Sind die Bestimmungszahlen eines AfBnors <t> in einem rechtwinkligen 

Koordinatensystem g^eben, so kann man leicht ausrechnen, daß 

diese Skalare als Funktionen der Bestimmungszahlen die Werte haben: 

S,(0)-(„ + ^, + f„ 



Ss(<t>) = 



t^:r %f ty. 
t,:r *r„ t,. 



Wir sehen, dafi diese Skalare in gleicher Weise ab Funktionen der 
Bestimmungszahlen aufgebaut sind, wie die Skalare Si' S,' S^' der 
Formel 378. Bei rechtwinkligen Koordinatenachsen sind diese zwei Ska- 
larentripel aach identisch. Bei Drehungen des Koordinatensystems ändern 
sich die Bestimmungszahlen des Affinors, doch die Skalare 8j, S,, S^ 
bleiben unrerändert; sie sind gegenüber Koordinatendrehungen invarianL 
Später werden wir noch sehen, daß man diese Skalare ganz ohne Hilfs- 
vektoren, durch Hüllenintegrale definieren kann (S. 316]. 

Die geometrische Bedeutung von S^ ist uns schon bekannt. 83 ist 
das Verhältnis, in dem alle Raumteile bei einer affinen Raumtrans* 
formation rergrößert werden. Ist S, =: 0, so besteht die Raumtrans- 
formation in der Abbildung des Raumes auf eine Ebene oder auf eine 
Qerade. Wir wollen auch bemerken, daß der zweite Skalar eines Äffinors 
gleich dem ersten Skalar seines Eoaffinors ist S,((t>) = SiCko^). Das 
sieht man sofort, wenn man die beiden Darstellungen Ton Sj ($ ) und S, (0) 
vergleicht. 

Aufgabe 144. Wir mUssen zeigen, daß es unmöglich ist, einen 
A^nor zu finden, fQr den die Gleichung 
= koV 
gilt, wenn ein planarer Affinor ist. Nehmen wir an, es wäre möglich, 
einen solchen A^nor zu finden. Dann mUßte auch die Gleichung 

[9t ■ö] = koV [St ^] = [[W 31) (V ?»)] 
bei beliebigen Werten der Vektoren 91, ^ gelten. Hierau.s folgt: I. Wi\ 
kann keine rollständige lineare Vektorfnnktion sein, weil sonst der Vektor 
koM'"[9l?3] =0[9("S] für keinen Ton Null Terschiedenen Wert des Argu- 
mentenvektors [31^] verschwinden könnte, so daß auch kein planarer 
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Affinor sein könnte. 2. W ktnn auch kein planarer Affiner sein, denn 
dann wären alle Vektoren M^n komplanar, alle au9 V9t und W9 ge- 
bildeten Parallelogramme parallel zu derselben Ebene. Der Vektor 0[913] 
hätte eine konstante Kichtung, so daß O kein planarer Affiner sein kSnnte. 
3. Wenn scblieSlicb der Vektor Vn für jeden Wert von n eine kon- 
stante Richtung behält, so muß, nach Aufgabe 142b, ko¥ = sein. Es 
ist also unmSglich, einen solchen Affiner W zu finden, daß = koV ein 
planarer AHnor wäre. 

Man kann den Beweis auch unter Benutzung der Zeilen- oder 
Eolonnenrekteren eines Eoaffinors erhalten: Eine lineare Vektorfunktion 
<Pn = koV 11 kann immer in der Form 

♦ n = i - [»Sin + i . [63l]n + t • [aaj]ii 
dargestellt werden (Aufgabe 142 a, LSsungen). Sollte ein planarer 
Affiner sein, so müßten jdie Vektoren [MS], [ÖS], [631] komplanar und 
nicht parallel sein. Das ist aber unmi^lich: Sind die Vektoren 91, S, S 
nichtkomplanar , so sind es auch nicht die Vektorprodukte [91^], [»€], 
[631]; sind aber die Vektoren % 9, G komplanar, so sind die Vektor- 
produkte nicht komplanar, sondern parallel. 

Aufgabe 145. Aus der Definition des Koaffinors 

ko0[9liö] = [(*at)(<t)3J)] 
folgt sofort, daß 

kom'l» = »t*<t>. 

Das ist auch geometrisch erident, denn das Parallelegramm aus in<t>^ und 
m0^ hat einen m* mal größeren Inhalt, als das Paralletogramni aus den 
Vektoren <t>ä( und (PS. Auch bei negatiren Werten von m besteht diese 
Formel, denn es ist klar, daß die Parallelogramme aas % und S oder 
aus —% und — S nach Orientierung, Flächeninhalt und Umlan^sinn 
gleich sind. 

8. 359. Aufgabe 146. Unter Berücksichtigung der Aufgabe 143 
erhält man sofort 

S, {31 •»)=»» 
S,(3t-») = 0, S,(9l-5i) = 0, ko(3l-S) = 0. 

Selbstverständlich ist auch der erste Skalar der konjugierten Dyade gleich 
Si(».3I) = S31 = S,(3I.Ö). 
Aufgabe 147. Nehmen wir an, es wäre möglich eine solche Dyade 
4> = 1 • S zu finden, daß die Gleichung 

mM.Sii + n3I-»m = 
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fDr alle möglichen Werte von m und ii erfQlIt wäre. Dann mfißte sie 
auch für den Fall m = il gelten, d. h. es mtlBte 

2m3(.«in = 
sein bei beliebiger Richtung von tii. Das ist offenbar unmdglich. 
S. 363. Aufgabe 148. Wir mtlssen zeigen, daß 

S.Cf + V-f- ...) = S,t<t') + Si{MO+ ... 
Nach der Definition des ersten Skalars (Aufgabe 143) ist 
{» D m) S, ($) = [ii ö] $ ro + [u lo] <f 11 + [ro it] 4» u 
(iti)ro)S,(V) = [iiDJVro = [oni]Vii + [roii]Viu, . . . 
Addiert man diese Gleichungen, so erhält man 

iiDiö[Si('J>) + S,W + ...} = [un](<l>-f V+ . . .),u 
+ [tin)](f + V4--.-)ii + [roii](<t' + V + ...)t. = {UDra)S,(<I) + ¥ + ...), 
woraus die gesuchte Beziehung folgt. Diese Beziehung zeigt, daß der 
Skal8rS,(0) eine lineare Funktion des Affinors ist. Doch genOgt 
diese Funktion natürlich nicht, um den Affinor zu charakterisieren: Zwei 
Terschiedene At^uoren bSnnen dieselben ersten, zweiten und dritten Skalare 
haben. Der zweite und der dritte Skalar sind aber keine linearen 
Funktionen des Ai^nors, fUr sie gilt die eben bewiesene Gleichung nicht. 
Aufgabe 149. 

a) Flir zwei beliebige Vektoren m und n wird 

$m = a* 3[itt + 6-Öm + c- 6m und <l>n = a • 3lu + b • 'iJii + c- 6u. 
Kach der Definition des KoafGnors wird dann 

ko<»>[mn] = [{*m)(0ii)] = [ab](9lin-«n-3lii.«m)+ ■ . . 
= [ab]-[3t33][mii} + ... 
= ([ab] -[310] + [bc] .[Sie] + [ca] • [eai])[mu], 
8o daB 

ko(ii • 31 + t • a + c- 6) = [ab] • [-1«] + [6c] • [S9K] + [co] ■ [ea]. 

b) Unter Berücksichtigung der Aufgaben 146 und 148 folgt zunächst 

S,(o-S( + 6--B + c-(S) = oai + b'» + c(S. 
Ferner ist der zweite Skalar Ton gleich dem ersten Skolar ron ko<1> 
(Lösung der Aufgabe 143), so daß 

S, (*) = [a 6] [3( S] + [6 c] [Si e] + [c o] [E Sl] 
= o2l • «6 + t-a • cE + <E • o3I - a-8 ■ li'Ä - 6(S- c« - cSl • jS. 
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Nach der Defisition des dritten Skalars eines Äffinors wird 

S,(<f) = -^(4>m)[(<t>n)(*p)], 

wo III, II, p drei beliebige nicbtkomplanare Vektoren sein können. Ist 
Sg et*) =^ , so können wir immer annehmen , daß die Konsequenten 
31, S, Q des Äffinora niclitkompknar sind, weil man ihn sonst als 
Summe zweier Dyadeu darstellen könnte. Wir können also fOr m, ii, p 
die zu 31, 4*, E reziproken Vektoren %', ©', S' wählen. Dann wird 

<t>r = a . 3ia' + b - öa' + c • 63t' = a 
und ebenso 

<fB' = b, <t>6'=c. 
so daß 

S.(*) = -^g^ = ai.t.Sl«S. 

c) Man erhält den zu 4> konjugierten Affinor durch Vertauschung 
seiner Antezedenten mit den Konsequenten. Man sieht sofort, daß da- 
durch keiner der drei Skalare geändert wird. Ein beliebiger Affinor hat 
also dieselben Skalare, wie sein konjugierter Af&nor. 

Aufgabe 150. Man sieht sofort, daß 

(p(Xii + (j.» - ro) = Xa + n^S - X2t - [iö = 0. 

ist also ein planarer A^or. Man kann ihn daher als Summe zweier 
Dyaden darstellen. Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir den 
einen Konsequenten senkrecht zu ii und zu Xu-|-^o — nj, also parallel 
zu [11(11» — id)], den anderen senkrecht zu B und zu Xu + (iO — ra also 
parallel zu [11 (Xu — id)J. Mit den noch unbekannten Antezedenten m, n 
können wir dann schreiben: 

= m-[ii({iD — 111)]+ n- [p(Xii — iu)J 
und 

0u = 31 = — II • iiDin, 00 = ^ = m • hbib. 
Hieraus folgt 

" = - vJ^ 31, m = ~- ^. 

11 D 19 II u ni 

80 daß der gesuchte Affinor 

= -j^ { » . [11 ((iD " in)] - Ä . [d (X 11 - m)] j 
ist. 

S. 369. Aufgabe 151. Aus der Gleichung BX0iii = ts0ni folgt 
die Gleichung niax0n, = n,ts0n,. Da aber fUr einen beliebigen Axiator 
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niax(|>n, =0 ist, so wird aucli n^ts«!*», = sein, wu nur möglich ist, 
wenn auch t&4> n, = ist. Hieraus folgt, daß auch 
<t»ni = (ai<t> + ts"!») «i = = n, 
ist. Gilt ftlr einen beliebigen Vektor n die Q-leichung ax4>it ::= t!><^n, so 
wird aucb Oit = fClr eine beliebige Richtung von it, woraus = folgt. 
Aufgabe 152. Es sei z. B. 

= I (9( . 3 + « • 91) = 9t :• ö. 
Dann ist 

r<J>r = r3l-Sr ^const. 

die Qleichung einer Hyperbel, von deren Asymptoten die eine senkrecht 
zu 31 und die andere senkrecht zu 39 ist; denn r muB unendlich groS 
sein, wenn r eine zu % oder zu ^ senkrechte Richtung hat, weil sonst 
das Produkt r 31 • 3t i Terschwinden mußte. 

Aufgabe 153. Da die Gnindrektoren t, j, t nichtkomplanar sind, 
so ist aus diesen Gleichungen der Tensor T ToUstSndig bestimmt. Man 
sieht leicht, daß 

T — »ii'i + MJ-j +pt't 
und 

koT = npi'i -{- pmi' i -\- mnt't 
Man findet leicht: 

S,(T) = m + H+p, S,(T) = »p+pm + mn, Sj(T) = mnp. 
Aufgabe 154. Diese drei Gleichungen bestimmen den AilSaor <t> 
nur dann vollatändig, wenn die Vektoren m, n, p nichtkomplanar sind. 
Bezeichnet man mit nt', n^ p' die zu m, n, p reziproken Vektoren, so 
sieht man leicht, daß der gesuchte Affinor 

<P = 91 ■ m' + 33 ■ n' + G • p' 
ist. 

Aufgabe 155. Diese Formeln folgen unmittelbar, aus der Glei- 
chung 428 a, wenn man berücksichtigt daß 

lin = l, [if] = i, [(t] = i. 
Aufgabe 156. Multipliziert man die zu beweisende Gleichung skalor 
mit einem beliebigen Vektor it, so erhält man 

[Sln] + [a9n] = [{ä-!-a3)n]. 
Aufgabe 157. Wir wählen zwei Vektoren u, », deren Vektorprodukt 
gleich 91 ist Dann wird, nach der Gleichung 428 a, 

9t =|[U0],= DMl — U-D. 
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unter Berflcksichtigun); der Aufgabe 149 erhalten wir dann 

S,{Jt) = a*. ko^=3l.3l. 

Die letzte Gleichung folgt auch unmittelbar aus der Aufgabe 136. 
Aufgabe 158. Aus Formel 435, S. 269 folgt 

I = "2 I m • in' + n • ii' + p ■ p' + m' • m + ii' • 11 + p' • p J 

= m ;< in' + II X n' + p >-■ p'. 
Aufgabe 159. 

a) Man erhält, unter Berficksichtiguag der Aufgabe 149 

S,(l) = 3, S,(l) = 3, SJI) = 1, ltol = l. 

b) Man erlült: 

S,((fI) = 3^, S,(t1) = 3^», SJ?»!) = y', ko(pl = f'\. 
Aufgabe 160. Da die aieichung a(4>33 = 91S3 für aUe Werte der 
Vektoren %, 3 gilt, so gilt auch die Gleichung 

<t>a3 = » 

fQr alle Werte des Vektors 9. Das ist aber die DefinitioDSgleichung des 
Idemfaktors. 



S. 281. Aufgabe 161. 




MT = (Ä,^+ A,i 


+ A.I)(mi-i + ni-i+pl-f) 


= 


-A,ni-i +A,pi-t 


+ Ä. .»j ■ 


i -A,pi-t 


-A,mt- 


i +A.„f-i. 


TäT = 


— A,nmi-i +Agpmi'l 


+ A,mni 


■i -A.pni-t 


— Äftitpi 


;-i +A,npt-i 


= i^A.«p + \ 


A, pm + t A, mn = lioTM ^. 


sa = a-3i-a"= -u 


[,' + A.')i-i + A.A,i-i + A.A. 



+ A.A.i-i-(A.- + A.')i-i + A,A.i-l 
+ A,A.l-i + A,A,t-i-{A.' + A,')t-t. 
-U,S, + A,B.)t-i + A,B.i-i + A.S.i-t 
+ A.B,i-i-{A.B. + A.B.)i-j + A,B,i-l 
+ A.B,t-i + A,B.(-i-(A,B.^A,B,)t-t. 
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Aufgabe 162. Nach Formel 452 ist 

i» = t i=i.i — 1 = — j'j — [•!. 
Folglicli ist 

i > = i-i2^— 'i,= ~i 

i*=li — i-ii = i, usw. 

Hieraus folgen die zu beweisenden Formeln. 

Diese Fonneln lassen sieb sebr einfacb geometriscb deuten, wenn 
man die Wirkung des Axiators i auf einen beliebigen, zu i senkrechten 
Vektor r' betrachtet: Jede Multiplikation mit i entspricht einer 
Drehung des Vektors t? um einen rechten Winkel um eine mit i 
gleichgerichtete Achse. Denn der Vektor ii:' = [tr'] ist senkrecht 
zu i und zu r', der Vektor i 'r' ist senkrecht zu i r', ist also entgegen- 
gericbtet zu r^. Der Vektor i 'v' fällt mit l' zusammen, weil die 
Multiplikation mit i * einer Drehung um Tier rechte Winkel, also einer 
Tollen Umdrehung entspricht. 

Man sieht die merkwürdige Analogie zwischen dem Einheitsaxiator i 
und der imaginären Einheit i = V^— 1 (rgl. S. 34) : Denn einen kom- 
plexen Vektor mit i multiplizieren, beißt ihn in seiner Ebene um 90 Grad 
Torwärtsdreben. Auch die Potenzen der imaginären Einheit Terhalten 
. sich ganz ähnlich, wie die Potenzen eines Einbeitsaxiators: 
i* = — 1, i* = — i, i* =^ 1, usw. 

Das Axiatorprodukt i *" = j ■ j -{- t * f spielt für die zu i senkrechten 
Vektoren die Rolle des Einbeitstensors. Die zweite Potenz, 

spielt die RoUe der negativen Einheit, ebenso, wie bei komplexen Zahlen 
i * = — 1 ist. 

Die Wirkung eines Axiators i " auf einen beliebigen Vektor r be- 
steht in der Vernichtung seiner zu i parallelen Komponente und in der 
Drehung seiner zu i senkrechten Komponente um « rechte Winkel. Der 
Affinor { • i -|- i * dreht also einen beliebigen Vektor um die zu t parallele 
Achse um den Winkel « -g- . 

Aufgabe 163. 

a) Den Skalar S,<I> kann man mit dem Einheitstensor multiplizieren; 
dann wird 
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ISiC») - ♦ = (i • i + j • i + 1 • OS.Cti) - * 

= (<„+<..)i-i-(.,l-i-f,,i-( 

-t,.i-' + (t., + t„)i-i-i,.i-t 
- (.. t • i - (,, t • i + ('..+ <.,) t • t. 

b) 1. Is C* = l5{S,(i|>)-»J = lslS,(*)-t5lt' = S,(l|))-ts». 
Du aber 

S,(4') = S,(4',) = S,(tst>), 

so wird 

tsC» = S,M) - b* = Cts». 

2. 8,(0*) = SillS.P») - ♦) = SS,!*) - S,(C|1) = 2S,(»). 

3. c(ä--8) = as)-a-si = -^a^. 

4. CSI = S,(S1)-S1=-9I, weilS,(ä) = 0. 

Aufgabe 164. In der Oleicbung 474a, S. 281 ersetzt man durch 
<Pc und erhält wegen S, ($,) = S, (0) die Gleichung 

S, (*) [u n] = u * » -^ * 11 + ♦, [a u]. 
Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit dem Präfsktor ^r, so 
erhält man die gesuchte Gleichung. 

Aufgabe 165. Man kann die Formel 475, S. 281 unter Benutzung 
der Aufgabe 164 in der Form 

S,ili[uti] = kol|i[ur] + i|i,S,(l|>)[uol - i|i,'[uij] 
schreiben. Da aber diese Gleichung bei beliebigen Werten von [u ü] gilt, 
so folgt hieraus die gesuchte Gleichung 

ko* = S,(C|1) - lll.SiW) + ♦,". 
Aufgabe 166. Wir haben nach Aufgabe 149a 

ko* = [ah] ■ [mii] + [bt] • [n^] + [co] • [pm]. 
Folglich 

^.ko* — (m-tt + n-b + p- c)ko<J> 

= (a 6 [) { p • [ni 11] + in ■ [ii ii] + ii • [p m] } . 

Da aber nach Formel 435, S. 269 

und nach Aufgabe 149 b, S. 348 

(abcXmnp) = 8,(0 • iii + b • h + c* p), 
so wird 

«e ko« = (a b c) (m n p) I = I S, («) = S, (4>). 

S p 1 c I r e I n , Vtkitwrechnuiig. })t 
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Aufgabe 167. 

a) Man multiplizifirt beide Seiten der Formel der Aufgabe 165 
mit ^a (als Pi^aktor oder Postfaktor, nach Belieben) und erhält unter 
Berücksichtigung der Formel 469: 

*,ko* = S,(*) = S,(»)*, - S, (*)♦.» + ♦,«. 

Da aber ko^ji^erte AiBnoren dieselben Skalare kaben, so kann man 
sehreiben: 

♦'• - S, (♦)*» + S,{<l>)* - S,(<I>) = 0. 

Da eine GrCfie durch Multiplikation mit dem Einlleitstetuor nicht ge- 
ändert wird, so kann man diese Gleichung auch schreiben: 

<f" " Si(*)«» + S,(*)<I» - S,(*)I = 0. 
Das ist die gesuchte Hamilton-Gayleysche Gleichung. Man kann diese 
Gleichung auch dadurch beweisen, daß man alle in ihr vorkommenden 
Gr56en als Funktionen der neun Bestimmungsaahlen des Affinors 4* aus- 
rechnet. Die Rechnung ist einfach, aber sehr umständlich. (Siehe' 
E. Budde, Tensoren und Dyadeu, S. 118 — 119.) Man vergleiche auch 
die Hamilton-Gayleysche Gleichung mit der Gleichung 377, S. 248. 

b) Man multipliziert die Formel der Aufgabe 165 mit dem Affinor 
ko(^* und erhält 

ko*' - S, (<t')ko<f * + S,(*)<I'.ko*» - <f/ko<l>» = 0. 
Da aber 

^l.ko** = <(),ko* ko<() = Sa (<J>) ko<t' 
und 

<I>,»ko*» = S,(<f») = S3(<P)», 
so wird 

koO» - S, (l") ko0» + S, (<t>)S, (<t>) ko* - S, ♦» = 0. 

Vergleicht man diese Gleichung mit der Hamilton-Cajleyschen Glei- 
chung für den Affiner ko^^, 

ko** - S, (ko<t>) ko1>» + S, (ko*) ko* - S, (ko0) = 0, 
so folgt sofort 

Si(ko0) = S,1), Sj(ko*) = S, (0)8,(0), S,(ko0) = Sa0*) 

(Tgl. Burali-Forti und Marcolongo, Analyse vectorielle g^n^rale, 
Bd. I, S. 40). 

Aufgabe 168. Man erhält 
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b^Tb = [lHTb)] = 



Folglich wird 



■ 1 
r 1 
Ap Bq 



B^ + ryW- 



A-^ + qr(C-B) = im 

C^+pq(B-A)^m. 

Du sind die bekannten Eulerschen Differentialgleichungen fUr die Be- 
wegung eines starren Körpers nm einen festen Punkt, wenn sein TrSg- 
heitetensor in diesem Punkt gleich T, seine Winkelgeschwindigkeit b und 
das resultierende Moment der ftuSeren Kräfte 311 ist. 

Aufgabe 1S9. Wir bezeichnen die zwei zu den Vektoren 0, (, c und 
a, a, E reziproken Yektoreatripel mit a', V, l' und 9', Sy, £'. Multipliiiert 
man V als Postfaktor mit dem in der Form l = tt'0' + b'b'-f-C'C' 
dargeatellten Einheitateosor, so erhält man 

|i|r = \|r= o-{n'in-a)! + o'n-9l + o'))-ip j 

+ ü • { b'm • S» + b'n • » + fp • ¥ } 

Multipliziert man W mit dem Poatfaktor I = ü' • 31 + 9' ' S + E' ' S, so 
erhält man 



»1=»= [m-m'+n-nw + v^ 

+ { m • 3» S' + n • 31 S' + p ■ ¥ 6' j • 6. 
Aufgabe 170. 



^}-3 



S. 381. 

a) Man erhält leicht 

wo A ein willkorlicber Afünor ist. 

b) Man erhält leicht 



•nt + 31A, 



r = 



|»I»J= \£,i' 



• m+ 3[ 92I-n-F[S(9]-S 



wo ^ ein willkürlicher Vektor ist Es ist noch zu bemerken, daß jeder 
Affiner W, der die Gleichung (fl • 91 + 6 . 9) T = V befriedigt, in der 
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Form tir = a • m -f ^ * >i darstellbar ist, weil seine Antezedenten mit den 
Vektoren a, b kompUnar sein müssen. 

Aufgabe 171. Der gesuchte AfBnor ist gleich der Djade 
■ X[9t«]-[ob], 
wo X ein beliebiger Skalar ist. 

Aufgabe 172. Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung 469, 
♦,ko4» = S.,"!» mit dem Affinor <I>,-K Dann wird ko0 = *,-' S^^, so dafi 

koko* = ko { <t> -'S,<t> I = CS,<t>)'ko*-'. 

Wir können aber die Gleichung 469 auch auf den Aflinor <t>(~' anwenden 
und erhalten 

♦-»ko<t>.-' = S^<t>,-' = Sy^'K ko<t>r' = <t>S, <(>-'. 
Folglich wird 

koko<t> = <t> Sa <;»*-> = <t>S,<t). 

Diese Formel gilt auch fUr UQTollst&ndige A^noren, weil fDr diese so- 
.wobl koko4> als auch S,^ Null ist. 

Aufgabe 173. Die Gleichung S, (0-') = -g^" erhält man, wenn 
man den ersten Skalar von beiden Seiten der Gleichung ko$ = <^,~'S^<t> 
berechnet : 

S,* = S,(ko4>) = Sjt0,-'S,0) = tS,(t>)S,(<t>-'). 
Ersetzt man in dieser Gleichung durch 0~', so erhält man die 
Gleichung 

S. 398. Aufgabe 174. 

a) Man findet leicht 

r = iXT"=|/ä" i.i + |/T i-j + Kv f-r. 

denn es wird 

(r)»-ai.i + ßi-i + 7f-f. 

b) Man findet leicht 

denn es wird 

Aufgabe 175. Diese Formeln erhält man ohne weiteres aus den 
Definitionagleichungen 496 bis 499, S. 289, wenn man die Aufgabe 162, 
S. 281, berflcksichtigt. 
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Aufgabe 176. Sind e, i] zwei unendlich kleine Skalare, so wird, 
unter Vernachlässigung der höheren Potenzen von e und ij: 

/- = I + ^, e"- = I + ^ 

e- ,.'- = (I + ^sflj) (1 + j^) = 1 + ,ea + 7ib , ^ d"^"^ !. 

Aufgabe 177. Die Differentialgleichung der Bewegung des Punktes 
wird 

Ihre Lösung ist 

wo toi Do den Radiusrektor und die Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes für t = Ü bedeuten. 

Es ist zu bemerken , daS der Ausdruck fUr r vollständig be- 
stimmt ist, obwohl ein Affinor <t> im allgemeinen mehrere verschiedene 

Quadratwurzeln haben kann. Denn sowohl cos \/^^ als auch .^— 

hängen nur von (y^)' = «P ab. 

Aufgabe 178. Man sieht, daB der Affinor *f^ = "^ e'" Versor ist, 
weil er die Bedingung (I4''r)* = r* oder IftV = | erfüllt. Folglich ist 
<t> = a V ein Drehstrecker. 

Aufgabe 179. 

a) Wir setzen 4* = e ~ = 6of( c^) + Sin( ctp). Dann wird 

©in( ctp) = ax<P = c sintp = -^ Jt'-i + i'-i + t'-t — i-i' — j • i' — f 'f'! 
Folglich ist die Drehachse des Versors parallel zu dem Vektor 

und der Sinus des Drehwinkels, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem 
Betrag dieses Vektors. 

b) Die Drehachse ist parallel zu dem Vektor i + j + fi der Dreh- 
winkel ist gleich —5—. 
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Aufgabt 180. Xtn erbUt 
S,» = ai'i + p j'j + tM, S,» = Pli'i + T»i'i + «prt, 
s.ip = «PTCi'i't')(ii') = ±«?i; 

Aufgab« 181. 

a) Für jeden Affiner 4 gelten die Gleichungen 

S,(f = tl|li + jl|'j + r*t 

S,» = [jI]koC|>[)Il + ... = [i(j[lt>i)(*t)] + ..., 
wo i, j, t ein beliebiges Grundvektorensystem ist. Wir erhalten also 
S,((tiV) = i»Vi + ... = i*IVi+... 

= i*i • i¥ i + i»! . j ¥ i + i*( • (¥1 + . . . 
S,(»)S,(<r) = (i*i + . . .)(iVi + . . .) 

= iitli-i<Ki + i*i-jlKi + il|>i-|l|'( + ..., 
w> dafi 

1 S,(<|i)S,(>K)-S,(i|i>|f| 

= i*i-(j>l'j + t<l't)-iifj-jl|fi-i*(-t¥i + ... 
Ferner wird 

2 S,(c|i + >|f)-S,it>-S,¥ = lit] { [(»iKVtl] + [(Vin*«] ) + . . . 

= )♦] . t>f 1- jVKI . (||)) + jiiri- ((|)(- jcpr- (Vi + . . . 
Man überzeugt sich leicht, daS die Ausdrücke 1 und 2 identisch sind, 
woraus die zu beweisende Gleichung folgt. 

b) Diese Gleichung kann man beweisen, wenn man die Beziehung 
benutzt: 

S,(* + W) = (1>i + Vil [(*j + ¥jl(*f + V ()] 

= S,» + S,>|f + (*i)[l*i) (¥()] + (»(([(Vj) (¥()] + ... 

Aufgabe 182. 

a) Es genügt, in der Formel der Aufgabe 181 a $ = ¥ zu setzen. 

b) S,(l|l>IO ist gleich S,(¥lt>), weil man in 181a * mit W ler- 
tanscben kann. Folglich ist auch 

S,(*1I0 = S,ko(*llO = S,ko(Vl|>) = S,(l|f<|l). 
Auch fllr den dritten Skalar gilt 

S.CV*) = (S.VXS.Hi) = S,((|iV). 
S. 301. Aufgabe 183. Differenziert man beide Seiten der Glei- 
chung $$ =: I nach t, so wird 



„Google 



Man multipliziert mit ^ als Pr&faktor und erhält die gesuchte Gleichung 

!♦"'_ _ «^'Ma>"' 
d( " ^ dt ^ ■ 

8. 306. Aufgabe 184. 

a) V • [«»] = V • ras] + V • [»»] = (V • S)»- (V • 9)»^ 

-;i-[a»l = (V-Wä)]), = - 8 4f + 2L4f- 

li) Man erMlt 

Vltr]=-(Vr)^=-£, -^^i-=i,. 
S. 314. Aufgabe 185. Die Bichtungsableitung des konstanten Pro- 
duktes c|>(|i^'= I ist Null, 

«V (♦♦"') = (SV ■♦)*~'-|-*(»V-»"') = 0. 
Hieraus folgt, nach Multiplikation mit dem Präfaktor , 

äV** =— ♦ (QV**)* . 
Aufgabe 186. Man erhält 

»tx a 9 = v_ ai_8^ = v^js ■ ä - ä[9j 

= iti(9-a)-Hja9 

= v9-a-9v-a-,v(a9), 



= rot 9 • ä - 9^V • a - ,grad(a9), . 
8. 319. Aufgabe 187. Für ♦ = Sl • 9 gilt 

tb 7tx (a • 9) = tb ([va] • 9) = va^9 = V (« • a) - v (9a) 

= tr (a • 9), - grad S, iM • 9). 
Dasselbe gilt auch für eine beliebige Dyadensumme ^. 
Aufgabe 188. Nach Aufgabe 182 a. S. 299, ist 

2 S, (V • n) = (S,V ■ o)' - S, (V • »)'. 
Setzt man in 636, 8. 316, ♦ = ~-, so wird 

''" (tT ") = ■"' (»V • n) = »tr -jj- + S, [-—^ 
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oder 

St (-—-) ' = S. (V ö)' = div (D V • ö) - ü tr -'-'-- 

-- div (p V • d) — ü grad div b. 
Da außerdem (S, V • »)* = (div ü)*, so wird 

S, (vp)= g- j(divD)'— div (d7 • o) + w grad div v\ 

= g- div (D(diTO — V 0)1 = Y *''t(^C7 • t)*). 
Wir sehen, dafi S^ (v ' f) gleich der halben Divergenz des Vektors 

rot [00] = ü divp — »V 
ist, was man aber nicht in der Form 

div rot [dd] = 
schreiben kann, weil hier bei der zweiten Differentiation anch d als variabel 
behandelt werden mufi. Der zweite Skalar des Nablaaffinors lüingt aber 
nur scheinbar von den zweiten Ableitungen des Feldrektors ab. Rechnet 
man die Kofaktoren der Determinante 588, S. 306, aus, so erhält man 
ftir Sj (V • d), als Funktion der Ableitungen der Projektionen m, r, w 
von 0, den Ausdruck 



S,(7-t) = 


Iv 3w dw du du a.. 

-Wir + ^iTT^ + -i^ -H 




dv a«. dw a« a« iv 




H dy dx dz da dx 



den man Übrigens auch direkt aus div (d C V ' f) ausrechnen kann. 

Aufgabe 189. 

a) Wir bezeichnen mit ä = 33 n einen beliebigen zu der Flächen- 
normale n senkrechten Vektor. Wenn auf der Sprungfläche überall 
^^ — 9Ig ist, so ändert sich ä(i in gleicher Weise, wie SC,, bei jeder Ver- 
schiebung des Aufpnnktes auf der Sprungfläche. Es wird also 
SV -911 = SV -31, oder S ^ h^V ■ ä)^ = 33 (n^V • 21) . 

Da aber diese Gleichung für einen beliebigen Wert des Vektors 93 gilt, 
so wird 

(n^V • 'Jl) - {ny • a) = Vfs V ■ 31 = 0. 

•) Vgl. Burali-Fortt und Miircolongo, TransfonnatJons lineaireE, S. 94. wo 
der Faktor — versehentlich weggelassen norden ist. 
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Bildet man den ersten Skalar von dieser Gleichung, so wird 
Ol rot 91), - (ii rot 31), = Di» rot 31 = 0. 

Umgekehrt, ist auf der Sprungfiäcbe Vtx V ■ 3t = 0, so bleibt die 
DifTerenz 9{, — 3t, auf der ganzen Fläche konstant. 

b) Multiplizieren wir die Differenz (7 • 31), — (^v • 31), mit dem 
Einheitstensor n • n — n n, so wird, wegen Vtx (v • S) = 0, 

(V • 31), - tV ■ %), = {u • n \7 ■ 9l\ - fn . n V 30, - u^ Vlx (v 9t) . 

Hieraus folgt durch skalare Multiplikation mit dem Prüfaktor it 

Tt (V ST) = Grad gr.,1 ■ S = (|^)_ - (^|-)^ 
und durch skalare Multiplikation mit dem Postfiiktor n 

T^ d-r = " ■ b^), » - " • b« ), " --^ i-jir), - {yTr),^ 

wo 2J« = ii-3tn die Normalkomponente vou 31 ist. Außerdem ist 

Tr -^ = Grad dlv 31, 
weil der erste Skalar der Differenz (v ■ 31), — (v • 3t)i gleich 

(div so, -(div so, = (]!-)_ „-(U-)_„ 

ist. Es wird also auch 

Tr (v • 31 - ^7) = - Tr ,rot3(, = - Rot rot 3t 

- l du A ". dn )i-\dn), \dn},- 
wenn wir mit 3tj = 3t — 3t^ die Tangentialkomponente von 31 bezeichnen. 
8.327. Aufgabe 190. Die Bedingung ist notwendig: Aus 

T = defu = i(v»+-Jf) 
folgt 

VT = tv^-^, ( V T). = - .; (V • ■>) V 
nnd 

V(V^T), = - .} V^(V-o)IV =0. 

Sie ist auch hinreichend: Aus 

vtx (vtx T), = 
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folgt, daß (vtxT)e ein Nablaaffitior ist, dafi also 

vtxT = (va), = -^ 

ist, wo 31 zunächst ein beliebiger Vektor sein kann. Nun ist aber, nacb 
Formel 604, S. 310, S, rtx* = div tbO, so daS hier 

S, vtxT = div tbT - = Si (-^) = div ä 

wird. Der Vektor 91 muß also quellenfrei sein , 91 = rot 3. Hieraus 
folgt, unter Berflcksicbtigung ron 620a, S. 313, 

Die Differenz T — ^— ist also rortezfrei, so daß man schreiben kann 

T = ™- + V • e = (7 . s)« + V - e. 
tsT = T = ts (V • » + V- e) = ts7 • (S + et, 

was auch zu beweisen war. 

Der Tensor T sei jetzt durch seine sechs Bestimmungszablen de- 
finiert 

wo i, j, t drei konstante, zu den Koordinatenachsen Ox, Oy, Oz parallele 
GrundTektoren sind, und j x II = v " ^ + ' ' j) usw., die zur Abkürzung 
eingefQhrten algebraischen Produkte sind; dann wird rtx (TtxT)^ gleich 
der Summe der sechs Ausdrücke 



Tlx {t(x li . i.,l[ = - V i • i V ., = ((-j^ - i ^) • (t 



_ i i A'l" 



Setzt man die Koeffizienten der Djaden und der algebraischen Produkte 
einzeln gleich Null, so erhält man die sechs Differentialbeziebungen 

dl/3z 92' "*" gl/''' dtidz 3x' ■'" dx3v '•" 9x3z 
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die als ,KompatibiliUtsbe(Ungiuigan'' bekannt sind (rgl. Love, Lehrbucb 
der Elastizität, S. 59). 

Die Funktion vtx (rtx T)r wird in der Elastizitätstbeorie auch zur 
Darstellung eines traktorfreien Tensors gebraucbt. Denken wir uns z. B. 
einen KQrper, der sieb unter dem Einfluß von Oberflächenktüften allein 
im Gleichgewicht befindet. Die resultierende Erafl auf jedes Eörper- 
teilcben ist in diesem Falle gleich Mull, so daS, nach Formel 696, S. 308, 
der Spannungstensor (1 traktorfrei sein muß, trH = 0. 

Man kann in diesem Falle den Tensor P als Ableitung eines anderen 
Tensors S darstellen 

n = vtx (vtxS,),, 

denn diese Ableitung ist symmetrisch und traktorfrei. Da die Beziehung 
tr n = drei skslaren Beziehungen zwischen den Bestimmungszablen 
TOD n entspricht, so hängt Cl nur von drei unabhängigen Ortsfanktionen 
ab. Man kann deswegen fDr den Tensor S vereinfachte Ausdrucke 
wählen. So macht z. B. Maxwell den Ansatz 

s = t-ix, + i-ix. + *• ty.i 

und G. Morera den Ansatz 

S = -()>.I+, + I ■ i-fr^ + i i*,> 
(vgl. LoTe, Lehrbuch der Elastiüität, S. 103). 

Die willkürlichen Funktionen Xn X»i Xs *"i*'' ^n 4'»» ^-.t werden so 
bestimmt, daß an der Oberfläche des Körpers der Tensor D die gegebenen 
Werte erhält. Sie werden gewöhnlich die .Airyschen Spannungs- 
funktionen" genannt, da sie Airy als erster, und zwar ftlr , ebene* 
Probleme benutzt hat. 
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I. Tektoralgebra. 




a) Fundamentalformeln. 




Ist 




(1) «a + P8 = 0, so ist a parallel S. 


1, S. 4 


Ist 




(2)a3l + pS + 7e = 0,sosindS, 8, a komplanar. 


2, S. 4 


b) Skalsres Produkt. 




(3) 3(9 = .J B cos (a, 8). 


7, S. 7 


(4) aa==sa. 




(5) aä = ä' = .i'. 





Ist 

(6) Sl 33 = und .J j; =1= 0, so ist % senkreokt zu 9. 

c) Vektorprodukt. 

(7) :|aa|| = |JBsin(ä, 9)1, ä[ä9] = 9[a»] = 0. 13,3.11 

(8) [S(S]=-[»a] = aS = «9. S. 11, 267 

(9) [aa] = ü. "^ " s. II 

Ist 

(10) [aS] = und AH t 0, so ist % paraUel 9. 

(11) [asi' + (a9)> = a'9'. Aufn. lo, s. 12 

(12) [(a - 9) (a + 9)] = 2[a9]. Aufg. 11, s. 12 

(13) [(ä - 9) (9 - 6)] = [aa] + [«(£] + [Sa]. FlächenTeklor des 
Parallelogramms, dessen Ecken in die Endpunkte von a, 9, Q. fallen. 

d) Zusammengesetzte Produkte. 
Vertauschungssatz: 

(14) a[e«q = e[e8i = ffi[a»] = «9(J = «^e. is, s. is, 268 

(15) a9e = -ae9. ^ i6, s. is 
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Das Volumen eines Parallelepipeds mit den Kanten äl, %), 6 ist 

(16) äisel <^BC. 

(17) \%aQ\ = ÄBC, wenn a, 3}, S zueinander rechtwinklig. 

(18) 3(336 = 0, wenn 3t, ^, (S komplanar. 
Entwicklungssatz: 

(19) [a[«S]] = 9.aS-S-«8 = [[(S9]S] = « »8. 17, S.14 

(20) [Sl[a(i]] + [a[(S3Q] + [E[äSI]] = O. Aufg. 17a, S. 15 

(21) [äa] [(S E] = SIE -ar- SIE ■«(!-= SP» (SS. Aufg. ISa, S. 15 
Der Vektor 

(22) [(as] [effi]] = e • 3iS)S - 1 • si«(S = -«■ SIE i - si- aej) 

ist parallel zu der Schnittlinie der 31, S- und 6, E-Ebenen. 

Aufg. 19a, S, 15 

(23) [(Sl S] [SI S: J = S( ■ S( M E. 
Der Vektor 

(24) [[ts(a]E]s] = l3is]-siE-[siEl-Sie = e-sias-(sis]-ej) 

= -[D[EtaSIJ]] =319 E^E 

liegt in einer zu [31 a] und E parallelen Ebene senkrecht zu E. 

Aufg. 19b, S. 15 

(25) S(aE-3! = [Sta]-EE+[aE]-E3I + [S3(]-aE. 

Aufg. 19 b, S. 15 

e) Reziproke Vektorentripel. Zerlegung in Komponenten. 
Die zu m, n, p reziproken Vektoren sind 

Zwischen den reziproken Vektoren gelten die Beziehungen: 

(27) mm'= 1111' = »)p'= I, miip- m'n'/= 1, 

mn'= 111))'= 11)/= nm'= pm' = pn' = 0. S. 16 

Zerlegung eines Vektors in drei nichtkomplaoare Komponenten: 

(28) n = nm' 'Vi + %tt' • a + %p' ■ 9 = %m' m' + fiu- n' ■\- %p 'Jf'. 

18, 18a, S. 15 
Zerlegung eines Vektors in zwei Komponenten, parallel und senk- 
recht zu n (ll* = 1): 
(2a) a = it.«n + [n[«B]] = «u.ii-«n n. 19, S. 16 
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f) Bestimmung eines Vektors aus gegebenen Produkten. 
Aus 31 D = a folgt 

(30) =^ a + [ag] (g beliebig). 20, S. 17 
Aus äB = a, 8» = ß folgt 

(31) n = -is||i-[8[SlS]] + -i5|p-[«[ea]] + v[aS] (» beliebig). 

21, S. 17 

Au8ao = a, »5 = 3, Go=7folgt 
(33) » = »«' + p 8' + V E'. 22, S. 17 

Aus [uo] = a folgt 
(33) = ii^ + va (V beliebig). 23, S. 18 

Au8[iia] = ä, [ijli] = S folgt 
,34)„ = i|a = J|S.. 24,8.18 

Daboi maB aS + l'^l =aÜl= 69 = sein. 
Aus = «, 1 6 D I - S folfft 
(35) ii=-^{ab + [»a]). Anfg. 21, S. 19 



g) Der RsdiusTektor. Gleichungea von Linien und 
Flächen. 

(36) I» = *■' = j:» -J- y» -)- z*, ifl =--•, C09 (ox, oF) = — , usw. 

S. 23 
Der durch den Badiusrektor 

(37) r=-^ = Sa,t,, (S«^=l) 39,8.24 

dargestellte Punkt ist ron der Wahl des Bezugspunktes unahhängig. 
Dagegen ist der Vektor 

(38) o = Sa,r,, (Sa, = 0) S. 24 
selbst von der Wahl des Bezugspunktes unabhängig. 
Gleichung einer Ebene durch den Endpunkt Ton r, senkrecht zu 91: 

(39) (r-r,)3( = 0. 42, S. 26 
Ebene senkrecht zu 31 im Abstand ja{ vom Bezugspunkt: 

(40)ta = a^, S. 26 
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(41) I = ci i + [aS] (9 TU-Ub«l). 44, S. 26 
Ebene durch den Punkt r, parallel zu m und n: 

(42) (t-r,)[miil = 0. 45,8.26 
Ebene durch die Punkte r,, r«, r^: 

(43) r|[t,r,]+[r,r,] + [r,t,]} = t,r,ts. 46, S. 26 
Ebene durch die SchnittUnie der Ebenen r3l = K, r9 = ß: 

(44) na + X9) = « + iPl (l willkDrlich) 47, 3. 27 
die Schnittlinie selbst: 

(46) [81 81 • t = « [S [31 8]] + ß [a [9 ä]] + V [3( 8]. (v variabel) 

48, S. 27 
Gerade durch den Funkt ti parallel zu 3( 

(46) [(t - t,) «] =0 oder 49, 8. 27 

(47) t = r, + »a. (» Tariobel) 62, 8. 27 
Gerade durch die Punkte t, und ti: 

(48) [r(r, - t,)] = [t,t,] oder 61, 8. 27 

(49) t = vr, + (l-v)t, = -^^±J^. (V Tariabel) Aufn. 51 b, S. 63 

Parabel durch den Bezugspunkt, Achse parallel 8, Tangente im 
Bezugspunkt parallel 31; 

(50) r = vg + V'», (y lariabel) Aufg. 35, 8. 30 
Ellipse, deren Hittelpunkt r, H 5 — und deren konjugierte Durch- 
messer parallel a und 8: 

(51) t = r, + 31 cos V + 8 sin V, (v rariabel) Aufg. 36, 8. 30 
Kugeloberfläche, Hittelpunkt r,, Radius S: 

(52) (t - r,)" = B'. 53, S. 27 
Kreiszjlinderfläche, Radius R, Achse durch r^ parallel c: 

(53) [(t - r,) c] ' = B". (c' = 1) 55, 8. 28 

h) Darstellung in schiefwinkligen Koordinaten. 
Es gilt fOr 

H = Ä,m + Ä,a + A,f, 9 = B.m + £,n + ai>, 
(S= C^m + CyH -f- C^p, m' = n* = p* = l: 

(54) %' = A' = Ä.' + A,' + Ä,' + 2nfÄ,Ä, + 2!fmA.A. + 2mnJ,A,. 

Aufg. 22 b, S. 22 
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(55) 318 = A.B. + A,B, + A.B. + m«(A.B, + A.B.) 
+ iip(^,B. + AB,) + fm(A,B, + A.B.). 

Aufg. 22«, S. 22 
(50) \%<S\ = {mtxHA.B, - A.B.) + [np)(^B. - A.B.) 

+ [p m] (A,B.- A. B,). Aufg. 22 ., S. 22 

A, A, A. ! 
(57) 919(5 = miif X ' B. B, B. ' Aufg. 27, S. 23 

I c, c. c. 



i) Darstellung in rechtwinkligen Koordinaten. 

Für die Grundvektoren i, j, t gilt 
(58) t' = i' =(•=!, j( = ti = ij = 0, S. 19 

(59)ijl=l, also|ill = i. rii]=i- [iil = t. S. 19 

Für drei Vektoren 

31 = Ai + A,\ + A.i, « = B,\ + B.\ + B.l 

(S = Ci + C.\ + Gl gilt: 

(60) iJ> = A' = ^,> + Ay' + A,'. 26, S. 19 

(61) a8 = .<.B, + ^,B, + vl.B. 28, S. 20 

i i t 

(62) [SS] = ^. ^, J. 

Bn By Bt 

= i(^,B. - A.B,) + j(^.B, - A.B.] + HA.B, - A,B.) 

30. 31, S. 20 

A. A, A. 

B. B, B. 33, S. 21 

c. c, c, 

= A.(B.C, - B.C.) + A,(B.C, - B.C.) + A,(B.C. - B.C.) 

34, S. 21 

II. TektoraDal^sis. 

a) Funktionen skalarer Veränderlicher. 

A d ^ 

"" " 1-2 dx' 



(63) a»e = 



(1) si(i+)i) = st(i)+-; 



l w + 1 



!(»)+. 



nl l dar" 



3l(») + c . 



(2) Sd«=^d^. 

(2a) -ln\<dm^ + ld»\. 



92, S. 50 
Aufg. 48, S. 57 
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FUr einen Vektor (S von konstanter Richtun<r gilt: 

(3) |6i;(SJ = 0. Aufg. 40, S. 57 
Für einen Vektor n von konstantem Betrag gilt: 

(4) nein = 0. 95, S. 56 

b) Räumliclie Ableitungen von Ortsfunktionen. 

(5) grad (y f) = f grad ^ + if grad <f. 
1,6) grad 9 (u, !■, «,) = -|^ grad » + -||- grad r + 

(7) gr>d («») = » grad . g + [8 rot «] = B ^ 

(8) grad (SS) = grad (SS) -|- grad (gS) 
= « grad . 8 + [« rot S] + e grad • « + (8 rot «J 

|9) grad Sl' = 2{ai grad-31 + [31 rot Sl]| . 

(10) II grad • n = — [n rot n]. (n* = const.) 

(11) S) gmd • 3(6 = O grad • Sl) G. 

(12) S grad • S19 = Sl(e grad • ») + SS«S grad • 91). Aufg. 87c, S. 117 

(13) e grad • [3191 = [31 (S grad ■ 8)] + [((S grad ■ 31) a] . 172a, S. 114 

(14) dlVTa = iFdlvSt + Slgrad<f. 169,3.113 

(15) dir [S18] = 8 rot 31 - a rot 8 = [grad S]8. 171 a, S. 114 
(10 div [Sia] = 91 rot 91. Aufg. 87 e, 8. 117 

(17) rot f « = T rot SC - [« grad ip]. 170, S. 113 

(18) rot [«8] = 8 grad ■ a + V dir 8 - I grad • 8 - 8 dlv I 

= grad 8 ■ a - grad a ■ 8 = tr(8 • a - a • 8). 167, S. 113 

(19) [3ia]rot(S==8(91grad-S)-91(aSgrad-ei. 175b, S. 116 

(20) rot [31SI] = % grad • 9t - 91 div äl = vtx 31 31. Aufg. 87 e, S. 117 

(21) grad9[-9 = 3lgrad.9 + 8divSI = tr(31-SJ). ICSa, S. 113 

(22) [[91 grad] 8] = grad • 91 8 -31 div 9 = 31 vti 9. Aufg. 87b, S. 117 

(23) [[grad 3l|8] = grad 9 • 9( - grad . 319 = tr a^ 9 . 

Aufg. 87 d, S. 117 

S p i e 1 r 6 i n , VektorrsoliniiDS. 24 



125 a, S. 76 


grad »'. 






173 b, 


S. 


115 


173 c, 


S. 


115 


173 d. 


s. 


115 


174, 


s. 


115 


175, 


3. 


110 
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(24) [[[a S] gi.d] o] = [9 (ä grad • »)] - [ä (9 gr«a • »)] 

= gr«d («9») - [aSä] div D = [S19] vti^ 177, S. 117 

(25) ä(9(JdiT0-[S(8](Egr»d-lj) + |96](21grad-ij) + [B2r|(9gr«d-»). 

176, S. 116 



c) Ableitungen speziell 
(26) gr«d|t| = gr.dr = -£-. 
(27)grad4- = -l^. 

(28) gr»d [er]» = 2[[cr]c] = 2c_r ^. 

(29) grad (tt) = e. " 

"Ictl- 



r Ortsfunktionen. 

127, S. 77 

Aufg. 94 s, 9. 12Ü 

(c = const.) Aufg. 60, S. 77 



(30) gr«dln|[cr]| 



(c = const.) Aufg. 65a, S. 81 

(c = const.) Aufg. 94b, S. 125 

(cp Azimutwinkel) Aufg. 61, S. 77 

Aufg. 66, S. S4 

Aufg. 69 a, S. 89 

Aufg. 69 b, S. 89 



rot t = 0. 

(c = const.) 
(c — const.) 



(31)gradT = ^. 

(S2) c gr«d . j = c. 

(33) dlT t == 3, 

(34) diY[c[tc]] =2. 

(35) diT(cTe)=l. 

(36) diy (-;-)= 4-- 
Quellenfreie Vektoren: 

(37) -p- . ["]. /(I[crl|)[cr]. (c = const) Aufg. 69, S. 89 

(38) rot [et] = 2t. (c = const.) 161, S. 105 
Wirbelfreie Vektoren: 

(39) r, /(r)r, c-le, c/(ic), [c[tcj]. (c = const.) Aufg. 81, 83, S. 100 

(40) [(a grad] r] = - 2ä = 31 it» t . Aufg. 87f, S. 117 

d) Zweite Ableitungen. 

(41) div grad tp = VVT = V'tp. 179, S. 119 
(48) rot grail j = [v V] f = 0. 165, S. 109 

(43) grad diT a = V • 7ä( = tr^f . 

(44) diT rot a = [vv] « = 0. 154, S. 1 Ol 
(46) V'« = grad dli a - rot rot « = tr(v • «). 184, S. 121 
(46) n grad dir K = dir (n grad ■ a). 186, S. 123 
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185, 


S. 


122 




S. 


123 


Aufg. 97, 


s. 


125 


Slv'9]. 






187, 


s. 


123 


188, 


s. 


124 


188 s, 


s. 


124 


189, 


s. 


124 
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(47) 11 gr«d • rol 31 = rot (ii griid • S) = rot [rot 31 ll]. 

(48) II grad (m grad ■ 31) = m grad (ii grad • 31). 

(49) 3t grad (8 grad 9) - 39 grad (31 grad <p) 
= (31 grad • 9 - SS grad • 31) grad f. 

(50) v>y^. = 9V'<'. V'SS = S(7'S5, V'[ä8] = [ 

(51) v'tI* = f^'^ + 1» V*<p + 2grad if grad "Ji. 
(62) v'(3l8) = 31V'8+8v'31 + 2v.V»(3I8). 

(52a) V V» • äS = 317'9 + V. V» ■ 318 = dir (31 ^) 

(58) v'[318] = [31v'9] - [8V'3l] + 2v.V«-t3l8]. 
(53a) VV«- 1.318] = [31V'8] + 7.V. • [318] = (».If) '' 

(54) v'(3I9E) = S18 V'IS + 8ev'3l + S31V'8 + 2VaV. (318E) 

+ 27»V«(31SII) + 2v«V«(3l8S). S. 125 

(55) dir (31 grad • 8) = 31 grad diy 8 - rot S( rot 8 + V« V» (31»). 

Aufg. 98b, S. 125 
(50) rot (31 grad • 8) = 31 grad ■ rol 9 - rol 31 grad • 8 + div 8 rot 31 
- [rot 31 rot 9] + V«7« ■ [St 9]. 

Aufg. 98 b, S. 125 
Laplacesche OrtsfunktioneB (V*T = 0): 

(57) -1-, ln|[€t]|, tatg-|-, Azimotwintel rf. 

(c = const., 6 ÖfFnungswinkel eines Kreisiregele). 

e) SpruDgflachen. 
Mittelwerte: 
(58)^=Ji-+-i-, ä=i^. S.31 

(59) GradT = n((p,-f,), Div 31 = n (31, - 31,), Rot 31 = [n (3t, - 31,)] , 
3tGrad-8 = 31n-(9, -8,). S. 31, S2 

(00) Div ip St = T Div 31 + ST Grad f . Ol, 8. 32 

(01) Bot ip 31 = f Rot 31 - [31 Grad f]. 02, S. 32 

(62) Grad (31 8) = n • 31(8, - 8,) = 31 Grad • 8 + [St Hol 8]. 

_ 68, 71, S. 33 

(63) Grad (319) = Grad (3(8) + Grad (318). 69, S. 33 

(64) Div [319] = 8 Rol 31 - a Rot 8 = [Grad 31] 9. 70, S. 33 
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(65) Rot [ai9] = 9Graa-ä+lDiTa-3i8rad-»-SDif3t 

= ar»d 8 • 2 - Grad ä • 8 = Tr (S • a - 31 ■ St). Autf!. 39, S. 33 

(66) ar«dai-9 = f Grad-S + SIDi7 3( = ii3l.-S, - iia,-8, 

= Tr(Sl-S) Aufg. 38«, S. 33 

(67) [[3(Or8d]S] = Gr«a(91S))-31Div3) = 31Vlx3(. Aufg. *1, S. 33 

(68) Dir grad f = (n grad f), - (l, grad f\ = (-|i-)_ - (-|^)_ . S. 129 

(69) Bot grad <p = ([n grad <f])^ - ([n grad f]), . S. 129 
Wenn auf der SprungBäche 31i = 3lj ist, so ist 

(70) Vti (grad • a) = 0, also auch n rot 31 , = n rot 31,, Aufg. 189a, S. 319 

(71) Tr(v3I) = ar«dgrad-3I=('i) - (j^) • Aufg- 189b, S. 320 

(72) Tr 47" = 8rad dir 31 = ( "■ ) - ( "' ) , Aufg. 189 b, S. 320 

(73) -Tr ,rotä| = -l{otrot31= (-^) - ( "-) , Aufg.l89b,S.320 
wo 31. = 11 -Sin, Sl, = 31-31.. 

f) HUllenintegrale. 
FUr eine beliebige Funktion /(r) gilt; 

(74) £ df'jiii) = fdwxi') (rerallgemeinerter GanAscber Satz). 

614, S. 105 und 311 

(75) fd\-0. 117 a, S. 69 
r 

(76) ffd\-fdv grad f. Aufg. 63, S. 81 

(77) f%a\ =fdv dly 81 (GauBscher Satz). U2, S. 87 

*■ F 

(77 a) fWH] =fdv rot 31. 160a, S. 105 

r V 

(77b)^iif8-SI=/rf»(9grad-3l + 3ldiT8)=/d»tr(8-SC). S. 105 
Fr y 

(78) fdi^ =f^« ''♦■ «l^b. S. 312 
r V 

(78a) fdfp=fdti Ttilf. 6Hc, S. 312 

(m)fdf'7-i, = fd,v'v. 614a,S.313 
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(79) ^((fr = 31'. Aufg. 56, S. 71 

(79«) ^C((( • r = er. Aufg. 65, S. 81 

(79b) ^(Jf . r = ^Äi- V • t = >'. 
y V 

(80) ^Äftp grad + ^^ä/f -j~ ~j{fV^^ + grad <f grad if)dv. 

Aufg. 96 b, S. 125 

(81) ^df(ygrad*Ii — 'tgrad(p)=y(f v*'l'-'tV*T)dr. Aufg. 96b, S. 125 
F y 

(S2) fdi-%=fd,!V-% f%-d^=Jd«^. 

g) Randintegrale. 
Für eine beliebige Funktion /(r) gilt: 
(83) ^dt/(i) =y[dfv]z(») (TerillgemeinerterStokesscherSatz). 

616, S. 312 und 209 . 
(84)/<Jl = 0, j>dterhif = 0, fdxgmi-a = U. 

IC K K 

(p, ä eindeutig). S. 101, 132 

(85) ff dt =f\d\ grad f]. Aufg. 84, S. lOli 

(86) ^adt = fa\ rot a (Stokesscber Salz). 153, S. 101 

(87) ^[drSl] = /[[iJ f grad] S] =/(if vti ä^. 

616 und Aufg. 93, S. 118 und 312 

(88) ^Jfa=/[<;fvl-9i=/(;fv9i. 616«, s.312 

(89) filxt =fdf »Ix*. 616b, S. 812 

(90) ^((rc-r=/f(f »lx(cT)=_/'[crffl. 



b) Funktionen von Ort und Zeit. 

,n,\f'* 391, jcB '^V 3». , 

("' -TT = TT + " B'"' • *• "jf = "5( + ° 8'"' »• 



215, 216, S. 142 
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Eontinuitätsgleichimg ; 

(92) -p- + Ji» r-o = 4f + P '''' " = "■ 2^'' ä- '** 
Änderung Ton Linien-, Flächen' und Rsumelementen: 

(93) 8t grad ■ dt = dz griid ■ 8r. 210, S. 140 

(94) St grad ■di = - [[<if gr.d] 8t] = lif div 8t - grad ((!f8t) 

= - Äf rti 8t. 208, S, 139, 141 

(95) St grad dti = dl- diy 8t. 204, S. 137 

Die Formeln fUr die subsbintielle Änderung Ton Linien-, 
Flächen- und ßaumintegralen siehe auf 8. 144 und 145. 

i) Differentialgeometrische Eigenschaften der 
Velrtorfelder. 

Der Feldrektor sei 91 = AU (f = 1). Dann gelten diePrenet- 
schen Formeln: 

(96) I grad . t = - [t rot t] = in = -||- = [bt], 

98, 244, 247, 262, 3. 58, 152, 158 

(97) ngrad-t= -it-|-«h = -||- = [!iit], 

101, 245, 262 a, S. 60, 152, 158 

(98) b grad • 1 = - » n = -||- = [6b], 100, 246, 262 b, S. 60, 152, 158 

(99) wo b = xt -f- Ab, s die Bogenlänge, Ic die Erttmmung, x die Win- 

dung, n die Hauptnormale, b die Binormale ist. 

101 a, 268, S. 61, 158 
Es gilt immer: 

(100) n rot t = 0, 

(101) diT b = - t rot n, Aufg. 119 a, S. 159 

(102) 2x = t rot t - n rot n - b rotb. Auig. 116, S. 159 
Die Feldlinien sind Cleraden, wenn 

(103) [l rot 1] = 0. 249, S. 153 
Das Feld ist flächennormal, wenn 

(104) ät rot a = ^"t rot l = 0; 242, S. 150 
dann ist der FeldTektor darstellbar in der Form 

(105) a = X grad f. 240, S. 150 
In einem flächennormalen Felde 91 = .d t gilt femer; 

(106) dir f = a^= -i- -|f , 254, 255, S. 154, 155 
(101) rotl = ki, 250, S. 153 
(108) diy ü ^ AH +t grad A, 256a, S. 156 



„Google 



Fonnetaammlung. 375 

<109) rot3i = Akb- itgr»iÄ] = (Ah- |J-)b + -|^n. 257a,S.156 

la einem quellenfreien flächennormaleD Feld S( = ^t ist 
(UO) AH=-tgr&dÄ, -^-|^=-Ä 259,8.157 

In einem wirbetfreien Feld 31 ist 
(111) Ak=ngndA, t) grad ^ = 0. 261, 261a, S. 157 

In einem LaplacesclLen Feld % = At, definiert durch dir 31 = 0, 
rot ä = 0, ist 
<112) ^ grad A = -Jlt + ku~TOt{t t], 264, S. 160 

(HS) rot m = rot itn, d. h. 265, S. 160 

(114) ^ -{- -||. = A , ^ = jt rot n, If = fcn rot n. 

269, 266, 267, S. 160, 161 

k) Parameterdarstellung von Flächen. 
Der Bndpunkt des Kadiusrektors t(u, «) beschreibt eine Fläche. 
<l'5)(-R-)" = 'E, i^-l^ = F. (4i-)" = G. 110, S. 65 

(116) i;r = -ji-(;» + -j^rfi-, d}:' = t:d«' + 2Fdudv + 0dt>'. 

113, S. 66 

(117) (if = [-5J--|j-] dudv, df= VEQ - F'. 109, 111, S. 64, 65 
FOr orthogonale Parameterlinien ist 

(118)^=0, dz' = Edu' + Bdv; df=[^EGdod<!. S. 65, «6 

1) Krummlinige Koordinaten. 
Ein Rsumpnnkt wird daiffeatellt durdi den Vektor I (u, v, w). 

(119) |i- = Pn, If = ''», j^ = W». 279, S. 168 
Dabei ist 

(120) ^|i|i-=ffFM^ui)n> + 0, u' = D' = ni' = l. 
Die zu ■^--- , .^r- , -s— reziproken Vektoren sind 

(121) \7» = -i- u', Vti = ^n', 7«> = -^ni'. 277 a, S. 169 
Für orthogonale Koordinaten, it n n) = 1, gilt 

(122) V» = -^ 11, ¥» = 4-0, 7ii' = 4fio, 280,8.169 
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''"'" ~ DV du + UW l,y~ 1) iu 






(123) du» - ,,^ J^ + y^ J„ - ^ J^ 


303, 


S. 175 


l SV , l dv l dluVV 






i"«>~Wudw + WV dw ~ W du • 






l dV 1 du r j, m 
rot 11 = -gjj?^^- 1» p,- -8J- = -[» grell loP] 






(124) rot » = n, ,,'„ j^ - ii -^ -|i- = - [d giiid ta F] 


302 


, S. 174 


rot 10 = IC ^Y 4f - » iv'f/ 1^ = - [lU grad In F] 








317, 


S. 180 






1 8r\ 


+ '1 


8« 1 8 t; 8» 1 3K 
du—^Wdw dv" wdw 










025) j. , j^ 

8^=""if8ir 










8« _ 1 8»- 

8ir-""r TS" 










8a /. 1 8IF . , 1 aw"! 










(125 a) mVMI= m(U'|rotU|+»',roto, -)-iD-,rotlII,)n, 






wo m, 11 = u, 0, 10. 


321, 


S. 182 








(126) li t = 11 W» + rrfo + nj Wilw. 


281, 


S. 169 


ein Raumelement dui^h 






(127) ,lt = UrWunm dudtidw. 


285, 


S. 170 


Für sphärische Koordinaten »-, 6, f ist 






(128) l?=l, y = r, jr=rsine=p. 


290 a, 


S. 171 


Für Zylinderkoordinaten z, p, f ist 






(1S9) u= r=i, »'=p. 


288, 


S. 170 


Für elliptische Koordinaten siehe S. 171—172. 







m) Ableitungen in orthogonalen krummlinigen 
Koordinaten. 

Der Operator 7 kann symbolisch geschrieben werden als 

300, S. 174 
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Fornieli^'inimlung. 
Ableitungen einer skalaren Ortsfunlction fp: 



(131) grad t = 

(132) v't = 



*+.- 



>i 



+ nJ 



iV du 



._3_(JIL1±.\\ 

^ IUI \w 8i»;/- 

In sphärischen Koordinaten ist 



I d ( VW _3^\ 8_ I WO Jj_\ 

\du \ V lu)'*' du \ V li, 1 



(133) V't = 



-eif)+1 



8't 



In Zylinderkoordinaten ist 



(134) v''t= ■ 



ap^ 



1 + 4- 



Ein Feldvektor 31 sei dargestellt durch 
(130) •H = A.it + A,x, + A.m. 

Dann ist in Zylinderkoordinaten 
(ISO) divS[=-^^"-+-l--?^^+ ' *-*' 



8 8 



A, Ag pA. 
in sphärischen Koordinaten 

(138) di» 31 =i -'-^ + —^-g- - 



d? • 





298 


S 


173 


li) 










308, 


3 


178 


i^ 


) 








310, 


S 


178 




309, 


S 


178 




304, 


S 


175 


Aufg 


128, 


S 


183 






(139) rot a = 



sin ew 



8f ' 
Antg. 128, S. 



8 
86 



3. 
sin 6 A^ 
Weitere Einzelheiten im § 34, S. 173—184 und im § 51, S. 331—336. 

n) Kartesische Koordinaten. 
(Die mit * markierten Formeln gelten auch für schiefwinklige Koordinaten.) 
Die Achsen Ox, Oy, Oz seien parallel zu den Grundvehtoren i, j, t. 



(140) V = i -^ 
(142) grad f = t 



- + i- 



130, S. 81 
180, S. 119 
123, S. 75 
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(U3)(g„d,).= (-|^)'+(|i)' + (-|f)'. 

Für einen Vektor % = A^i + Ä,i + A,t gilt: 

i j t 
^, A, .1, 



S. 75 
140, S. 86 



IB, 






A ^"J^ + A ^ 



H 



■ + Ä.- 



•- + A, 



a grad -9 = 1 

(U6)» + i 

+ t 

gr«il(a9) = i 

(147) + i 
+ ( 

(148) gpada-9 = i (- 

(149) 7'9( = ivM. + jVM, + l7'A. 



158, 159, S. 104 



Aufg. 89, S. 118 



9- 



8B, , , dB, 

dp ^-^ ly 



- + A 



IB. SB, 1B,\ 

■-w + ^'-ir + ^^'-ii-) 



^ + - 



) Aofg. 89, S. 118 



dy dy ~^ dz dz ■ 
Die Achsen Ox, Oy, Oa seien parallel zu den nichtkomplanaren 
Einheitsvektoren m, n, p; dann gilt: 
(151)v = m'-^+n'-^+p'^ S.86 

(152)v> = m"^+n''^ + p"^,- + 2n'p'-j|^ 

+ 2p'"''TO? + 2>n'"'l^- 180., S. 120 

Ferner gelten aucli tier die Formeln (144)*, (146)*. Dagegen ist 
(145) zu ersetzen durch 



(153) rot a = 



Aufg. 79, S. 100 



_3 d 8_ 

dx dy dz 

ma na pa 

Weitere Formeln sielie auf S. 120 — 124 und in der AfUnoraDaljsis. 



„Google 















»-1 




" 














"l 


"1 


-1 




^ ■:' 


w - o 


1 




- 


»1 












+ 




1 






1 




-1 


"1 


o 




-1 H 




1 


7 


= 


i 




r^ 


•: 


X 




=]. 


M * ■== 


T 


■^ 


w 


o 




§ 












ü 










" " 


r 


X 




1 = 


= = o 


T 


s 


" 


r' 




■»1" 


o 


= 1" 


11 


S 1 


B 


»^1^ 


K 


> 






n 




> 




-1^ 










•a 




■a 


K 








1 


-l** 




' 




Sr 


- 




-i 


i> 


i\i 


l>' 


Ü 


-Ü. 


1 1 1 


.£ > 


? 


> 


o 










+ 


1 












^ 


=^ 


S- 


^ 




S^ 








'a 






H 


s* 


a- 


» 








» • -2 




E 






a 


+ 

SS 

+ 

s 

i 


+ 

+ 
B 


+ 

X 
+ 






+ 


+ + 1 

S E "" 


+ 
E 

1 


+ 

-(- 
S 


+ 
S 

ä 

1 


+ 
i 










fR 




33 




B 










&• 




S)] 


B 
1 

Si 
X 
SS 




+ 


5 " = 
7 5 


EP 
B 
1 


B 


B 
> 






























») 


! 


o 




»3 ; 


o -„ o 


»1 
1 


1 


§ 


■sl^* 




SS 




X 




W 

S o 


i = = 


Bl 
«] 

1 




B 
l 


s 1 




















& 


sT 




fe- 


fe- 


fe- 




* V 


S- 8-- "s. 


fe- 


'^ 


2 


1 




il 


il 


il 




II 11 


II II II 


il 


II 


II 


II 




« 


^ 


«■ 




■e- -0- 


« -e- «■ 


«■ 


■o- 


■A- 


«■ 












:ä 


« yT u? 


u 








? 





„Google 



Namen- und Sachverzeiclinis. 



Ableitungen der Uyaden u «U, u ■ U , . . 

334, 336. 
— ' des Feldvektorbetrages IST. 

— der Vektoren u, B. Id ISO. 

— eines Vektors in krummlinigen Koor- 
dinaten 183. 

— geometrische 73. 

' — in einer Richtung 72. 

— naoh einer Ortsfnnktion 327. 

— HEtoh einer skalaien Veränderlichen 55, 

— pMliiolle 63, 316, 319. 

— räumliche 77, 112, 314. 
Ableituugsaffinor 303. 
Abraham, M. 42, 218. 
Achsen dos llenscrellipsoids 246. 
Addition von Syaden 259. 

■ — von Vektoren 2. 

Additioostheoreme für Affinoiinnktionen 

200. 
Änderung, relative, eines Vektors 144. 
Äquidistanzkurven 226. 
Äquipotentialflächen 76, 109, 203, 204, 205. 
Affine Eaumtranrfonnation 260, 320. 
Affinoien, alternierende 263. 
— ' antimetrische 263. 

— doppelt orthogonale 283. 

— konjugierte 269. 

— lineare 262. 

— orthogonale 283. 

— planaro 2Ö4, 261. 

— reziproke 284. 

— eymmetrische 263. 

— traktorfreie 313, 362. 

— vollständige 260, 

— vorteifreie 313, 
Affinorenprodukte 273. 
Affinorenreihen 289. 
Airy, G, B. 363. 
Algebraisches Produkt 265. 
Alternierend, siehe antimetrisch. 
Antezedenfen 236, 254, 269. 



I Antikommutativität des Vektoi Produktes 
11. 
Antimetriscbe Atfinorcn 263. 
I — Vektorfunktionen 237, 243. 

I Arbeit, mechanische 97. 

Assoziativität der Vefctoraddition 3. 
, — von Produkten 6, 271, 275. 

Asymptotenlinien 159, 162, 226. 

Aufpunkt 23, 71. 

Axiale Vektoren 20. 

Axiator 263, 267. 

Azimutwinkel 77. 191. 



v. B a c h, C. 324. 
Bahnlinien 143. 
Begleitendes Creikant 61. 

— — Drehung des 158. 
Beschleunigung S2. 

B e s s e I sehe Zylinderfvnktion 178, 289. 
Bestimmung des Feldvektors aus seinen 

Quellen und Wirbehi 133. 
BesttmmungBgleichungen für Vektoren 17, 

18. 
BeBtimmungszah]en242. 

— des DefonnationstenBora 321, 324. 

— - der Fataday -Maxwell sehen 

Spannungen 342. 

— des Koaf finors 344. 

— des Nablaaffinore 305. 

— der Biohtungsableitnng eines Afflnors 
334. 

— des Spanimngstensora 327. 

— des Vortexea eines Alfinors 336, 33a 
Betrag des FeMvektors 94. 

— der Bichtongaableitung 83. 

— eines Gradienten 76. 

— eines Vektors 2. 
Bezeichnungen 42, 266. 
Besngspunkt 23. 
Binormale 69. 
Biskalar 41. 
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fiivektor 41. 

Blatt, mctgaetieches 218. 

Brechung der Feldlimen 127. 

BreiBig, F. 40. 

Budde, E. 233, 247. 250. 252, 254, 

266. 268, 271. 297, 308, 344, 346, 354. 
B u r a 1 i - F o r t i , C. und Marco- 

longo, R. 42. 116, 233. 250, 232. 

266, 268, 265, 268, 269, 282, 2S4, 303, 

325, 329, 354, 360. 



a u h y sehe Gleichung [hydrodyna- 
mische) 331. 
off in, J. 0. 42. 
o h n, E. 134, 324. 



1>. 

Darboux, G. 175, 180. 
Darstellung einer Ebene 28. 

— einer Geraden 27. 

— Pinea Kieiszylinden 28. 

— einer Kugel 28. 

— ~ kinematische, einer Schwingung 38. 

— komplexe, komplanarer V. 34. 
Deiormation, reine 266, 296, 321, 324. 
DeformätionÄtensor 324. 
Üeformierte Fläohenintegrale 138. 

— Linienintegrale 140. 

— Raumintegrale 137, 

Dehnung bei einer Raumtranstormation 

323. 
Deviator 304, 326. 
Diagonalglieder 243. 
Diatensor 260. 

Differential, totales 63, 132. 302. 
Differentialgleichung, Cau- 

c by sehe] 331. 

— der Vektorlinien' 92. 93. 

— des Laplaceachen Feldes 16Ü. 
- Kulersehc 143. 223, 301, 355. 

— Helmholtzsche 148, 224. 

— - Lagrange acho 330. 

■ - L a p 1 a c e sehe 120. 122, 214. 
-- lineare, der Bewegung 187. 

— P o i H H o n sehe 214. 
Uifferentialoperator „Nabla" 78. 81, 124. 

173, 174, 230. 
Differentiation nach einer Richtung 73. 

— nach einer skalaren Veränderlichen 55. 

— partielle 76, 83, 166, 173, 183. 

— räumliche 77. 
Differenz iweier Vektoren 4. 

— zweier Radienvektoren 24. 
Diatale Faktoren 271. 



Diatribativitat Ton Produkten 6, 7, II. 
Divergenz 83, 89, 156. 194. 

— dea Tangente Dvektors 163. 

^ eines Gradienten, eiehe Kabla^uadrat. 

— eines Vektorproduktes 114. 

— in krummlinigen Koordinaten 175, 

— in sphärischen Koordinaten 231. 

— - in Zylinderkoordinaten 231. 
Division zweier Affinoren 286. 
Düppelquelle 217. 
Dopp:lachicht 218. 

Doppelt -orthogonale Affinoren 283. 
Boppelvektorprodukt 15, 47. 275. 
Drehgeschwindigkeit 106. 
Drehmoment 28. 29. 
Drehstrecker 297. 

Drehung des begleitenden Dreikants 
1.T8. 

— des Dreikants u. 0. IP 182. 

— - dcH Koordinatensystems 22. 146, 300. 

— - des Raumes 321. 

— eines Vektors 147, 263. 

. — unendlich kleine 147. 

Dreikant, begleitendes 61. 
I — u. ü. m 181. 
I Druck 235. 

D II p i n scher Satz 181. 
' Diirchflntung 110. 
j Dyade 254. 

-- konjugierte 257, 
I - rolorische 275. 
' Dvadensumme 269. 

Dvadisches Produkt 256. 



E. 



ElK'ne. Gleichung einer 26. 
i — rektifizierende 61. 
j Ebenenstück 10. 
I Einheiterohren 94, 128, 
I — EinteUung in 96, 199, 200. 

Einheitstensor 269. 

Einheitsvektor 2, 56. 

Elektrische Feldstarke 31. 
I Elliptiache Koordinaten 171. 

— Versoren 297. 

E m d e, F. 30, 32, 33. 38, 40, 69, 97 . 
116. 125. 126. 140. 141. 178, 180, 287. 
89, 303. 307, 309, 316, 317. 

Entwicklungssatz 14. 

Ergänzung 262. 

Ergiebigkeit einer Quelle 91. 

E u 1 e r sehe Differentialgleichungen, hy- 
drodynamische 143, 223. 

^ — der Bewegung eine« starren Körpers 
301, 366, 

— Formel 35. 
Exponentialfunktion eines Aiiatocs 292. 
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Farad ay - MaxwellBche Spannungen 

236, 248, 30S. 
Feld, flächennormales 150- 

— komplex- lamellarea 160. 

— lamellarea 149. 

— raeridianebeneB 162. 

— nicht-flachenDormaies 149. 

— parallelebenes 162. 
Feldlinien 152, 108. 

— gerade 153, 
Feldlinienkrümmung 157. 
Feldstärke, elektrische 31. 
Flächendichte einer Substani 217. 
Flächendivergenz 31, 127. 

— eines Gradienten 129, 217. 
Fläohengradient 31. 

— allgemeiner 32. 

— einer Divergeni 320, 361. 
Flächenintcgral 68. 
Flächenquellen 128. 
Flächenrotor 31, 127. 

— eincH Rotors 320, 361. 
Flächentraktor 307. 

— eines Nablaatftnora 320, 361, 
Fiächenvortex 30fl. 
Flächenwirbel 128. 

Fluß eines Vektors 90. 

Föppl, A. 42, 218. 

F o u r i e r, J. B. J. 38. 

Frone teche Formeln 60, 62, 67, 152, 

158. 
Fundamentalgrößen , G a u B sehe , einer 

Fläche 67. 
Funktionaldeterminante 71, 167, 100, 

306. 
Funktionen von Ort und Zeit 142. 



Gana, R. 42, 256. 324. 
Gauß, C. F. 156. 
G a u scher Satz 87. 

— ^ bei Spnmgflächen 129, 215. 

verallgemeinerter 105, 311. 

Gibbe, J. W. 41, 209, 233, 250, 254. 

256, 2S9, 271, 288, 294, 297, 312, 
341. 
Gleichung, Hamilton-Cayle; sehe 
282, 354. 

— hydrodynamische 143, 223. 
Uleitmodul 325. 
Görgcs, H, 40. 
Goursat, E. 291. 
Gradient 74. 109. 

— des Azimutwinkels 191, 219. 

— eines skalaren Produktes 115. 

— ' in krummlinigen Koordinaten 173. 



Graßmann, H. 235, 260, 256. 
Gtaßmann, H., d. .1. 271. 
Greensche Integralsatze 125, 211. 
Grundvektoren 19. 



t m e 1, G. 244, 318, 322, 327. 
i m i 1 1 o n. W. E. 42, 78, 236. 

imilton-Cayley sehe Gleichung 



Hauptdehnungen 325. 
Hauptnormale 58. 

Hauptnormalschnitt einer Fläche 68. 
Hauptspannungen 327. 
H e a V i s i d e, O. 42, 209, 312. 
Heimholte sehe Differentialgleichun- 
gen 148, 224. 
H e u n, K. 42. 43. 
Hörn, J. 291. 
Hullenintegral 69. 78, 81, 193. 
Hydrodynamische Gleichung 143, 223. 
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Idemfaktor 269. 

V. I g n a t o w B k y, W. 42, 77, 155, 157, 

237, 256. 
Impulsmoment 287. 
Induktionsgesetz 95. 148, 223. 
Invariant« eines Affinors 263. 
Invarianz des Betrages eines Vektors 10. 
— gegen Drehungen 75. 



hnke. E. 42, 178. 289. 

umann, G. 234, 256, 275, 276, 312. 
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Berichtigungen. 

': Zeile 5. lie^t: ,Man braucht' »tatt ,Man kann*. 

I, Formel 11, lies: ±\'Si\ statt \%'. 

, .Mitte, lies; 31 -i» statt Sl-iö. 

, Aufgabe 40, lies: Grad »-31 statt (Crad »)». 

I. erste Zeile, liee: , haben unendliche Länge' statt 

Unendliche'. 

, Aufgabe 86. lies: |c(i!-r,J| statt |i:{t = c,)l. 

;. Formel 263a, lies: +xt statt -fxt. 
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